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Abstract: A categorial grammar is a classical formalism, in which
each symbol of the alphabet is assigned one of several syntactic
categories. The category of a string is then reduced from the cat-
egories assigned to its symbols, using two reduction rules. This
paper investigates a special class of categorial grammars, in which
the number of categories assigned to each symbol is bounded by ar-
bitrary constant k and categories have a special form. It is proved
that an infinite hierarchy exists in the class of languages defined
by such grammars. Subsequently, the case of k = 2 is studied.

Keywords: formal grammars, categorial grammars, unique cate-
gory assignment, hierarchy of rigid languages

1 Ââåäåíèå

Êàòåãîðèàëüíàÿ ãðàììàòèêà � ïîíÿòèå, âîñõîäÿùåå ê ðàáîòàì Àéäó-
êåâè÷à [1] è ïîçäíåå Áàð-Õèëëåëà [2]. Èçâåñòíî, ÷òî äàííûé ôîðìàëèçì
ïîðîæäàåò â òî÷íîñòè êëàññ âñåõ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ áåç ïó-
ñòîãî ñëîâà [3].

M.E. Vishnikin, Basic categorial grammars with restrictions on the

number of assignments.
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Ðàññìîòðåíèå óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ïðèñâàèâàåìûõ êà-
òåãîðèé îäíîìó ñèìâîëó âñòðå÷àëîñü ðàíåå, â îñîáåííîñòè ñòîèò îòìå-
òèòü ðàáîòû [4] è [5], â êîòîðûõ ðàññìîòðåíû �rigid grammars� è �k-
valued� ãðàììàòèêè, â êîòîðûõ îäíîìó ñèìâîëó ïðèñâîåíà íå áîëåå ÷åì
îäíà èëè íå áîëåå ÷åì k êàòåãîðèé ñîîòâåòñòâåííî. Îñíîâíîé óïîð ðàñ-
ñìîòðåíèÿ â äàííûõ ðàáîòàõ äåëàåòñÿ íà äåðåâüÿ âûâîäà ñëîâ, è ìà-
ëîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàì ïîðîæäàåìûõ ÿçûêîâ, â ÷àñòíîñòè,
áîëüøèíñòâî íåòðèâèàëüíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ñâîéñòâ äàííûõ êëàññîâ
îñòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Êàê ñëåäñòâèå, åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêà
ðàññìîòðåòü áîëåå óçêèé êëàññ ãðàììàòèê.
Îäíèì èç âàðèàíòîâ ñóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïîäêëàññà êà-

òåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê, ïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíèåì íà ñèíòàêñè÷åñêèå
òèïû, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàçíà÷åíû îäíîìó ñèìâîëó. Ðàíåå àâòîðîì
áûëî ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå áàçîâîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêè [6], ñî-
êðàùåííî ÁÊÃ, îòëè÷àþùåéñÿ îò êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê îòñóòñòâè-
åì íàçíà÷åíèé �ñëîæíûõ� òèïîâ. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ÁÊÃ îáëàäàþò òàêîé
æå âûðàçèòåëüíîé âîçìîæíîñòüþ, êàê è îáû÷íûå êàòåãîðèàëüíûå ãðàì-
ìàòèêè, à èìåííî, îíè ìîãóò ãåíåðèðîâàòü âñå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå
ÿçûêè áåç ïóñòîãî ñëîâà.
Äëÿ äàííûõ ãðàììàòèê åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ óñëîâèå îäíî-

çíà÷íîñòè ïðèñâîåíèÿ êàòåãîðèé. Â îòëè÷èå îò îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèñâà-
èâàåìûå òèïû, ýòî îãðàíè÷åíèå çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò êëàññ ïîðîæäà-
åìûõ ÿçûêîâ, ÷òî òàêæå áûëî äîêàçàíî â [6].
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå êëàññà ÁÊÃ

ñ îäíîçíà÷íûì ïðèñâîåíèåì êàòåãîðèé. Ââîäèòñÿ êëàññ Gk, ãäå êîëè÷å-
ñòâî êàòåãîðèé, êîòîðîå ìîæíî ïðèñâîèòü îäíîìó ñèìâîëó, îãðàíè÷åíî
êîíñòàíòîé k.
Äëÿ äàííûõ êëàññîâ âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ ñîîòíîøåíèÿ êëàñ-

ñîâ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ãðàììàòèêàìè, êîòîðûé ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ
âî âòîðîì ðàçäåëå. Ãîâîðÿ òî÷íåå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ êëàñ-
ñîâ Gm è Gk, ãäå m < k, ñóùåñòâóåò ÿçûê, ïîðîæäàåìûé ãðàììàòèêîé èç
Gk, íî íå ïîðîæäàåìûé íèêàêîé ãðàììàòèêîé èç Gm. Òåì ñàìûì, áóäåò
ïîëó÷åí àíàëîã ðåçóëüòàòà èç ðàáîòû [5], ãäå áûëà äîêàçàíà òåîðåìà îá
èåðàðõèè äëÿ êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê ñ îãðàíè÷åíèåì íà êîëè÷åñòâî
ïðèñâàèâàåìûõ êàòåãîðèé.
Çàêëþ÷èòåëüíûé æå ðàçäåë ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ êëàññà G2. Õîòÿ

äàííûé êëàññ íå ìîæåò çàäàâàòü äàæå î÷åíü ïðîñòûå ÿçûêè, åãî âûðàçè-
òåëüíîé ñèëû äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû �çàêîäèðîâàòü� ïðîèçâîëüíóþ
ãðàììàòèêó. Ãîâîðÿ òî÷íåå, êàêèì áû íè áûë ÿçûê, ïîðîæäåííûé ïðîèç-
âîëüíîé ãðàììàòèêîé G, ñóùåñòâóåò ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé
èç êëàññà G2, ïîëó÷åííûé èç ÿçûêà L(G) ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà
h, è áîëåå òîãî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ãîìîìîðôèçì g ê h. Òåì ñàìûì,
áîëüøèíñòâî àëãîðèòìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ãðàììà-
òèêàìè èç êëàññà G2, ýêâèâàëåíòíû ñâîéñòâàì âñåãî êëàññà êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ.
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2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Pr = {p, q, r, . . . } ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî,
åãî ýëåìåíòû áóäåì íàçûâàòü �ïðèìèòèâíûìè êàòåãîðèÿìè�. Ìíîæå-
ñòâî �áàçîâûõ êàòåãîðèé� BC îïðåäåëåííî èíäóêòèâíî:

• åñëè p � ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, òî p ∈ BC;
• åñëè A � áàçîâàÿ êàòåãîðèÿ, à p � ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, òî
(A/p) è (p\A) � áàçîâûå êàòåãîðèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Áàçîâàÿ êàòåãîðèàëüíàÿ ãðàììàòèêà � ýòî óïîðÿ-
äî÷åííàÿ òðîéêà G = ⟨Σ, S, ▷⟩, ãäå Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò, S ∈ Pr �
ïðîèçâîëüíàÿ ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ è ▷ � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå áè-
íàðíîå ñîîòâåòñòâèå ▷ ⊂ Σ×BC, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé áóêâå àëôà-
âèòà îäèí èëè íåñêîëüêî ñèíòàêñè÷åñêèõ òèïîâ. Ñëîâî a1 . . . an ïîðîæ-
äàåòñÿ ÁÊÃ G, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå áàçîâûå êàòåãîðèè B1, . . . , Bn,
÷òî äëÿ ëþáîãî i ≤ n âûïîëíÿåòñÿ ai▷Bi, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B1, . . . , Bn

ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê S öåïî÷êîé ïðåîáðàçîâàíèé (ðåäóêöèé) âèäà:

A/q, q → A è q, q\A→ A

ßçûê, çàäàâàåìûé G, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ
a1 . . . an â àëôàâèòå Σ, ïîðîæäàåìûõ ãðàììàòèêîé G, è îáîçíà÷àåòñÿ
L(G).

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ êàòåãîðèàëüíàÿ ãðàììàòèêà, âìåñòî òîãî,
÷òîáû âûïèñûâàòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ▷, áóäåì ïèñàòü âñå êàòå-
ãîðèè äëÿ îäíîãî ñèìâîëà â ñòðî÷êó ÷åðåç ñèìâîë |, àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê äàííîå äåëàåòñÿ äëÿ ïðàâèë êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè. Íà-
ïðèìåð, îáîçíà÷åíèå a ▷ S | S/p | p çíà÷èò, ÷òî ñèìâîëó a ïðèñâîåíû
êàòåãîðèè S, S/p è p. Èëè ôîðìàëüíî, ÷òî ïàðû (a, S), (a, S/p) è (a, p)
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ▷.
Êàæäîé êàòåãîðèè ñîïîñòàâëÿåòñÿ å¼ ÷èñëèòåëü, à òàêæå ëåâûé è ïðà-

âûé çíàìåíàòåëü.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ êàòåãîðèè A îïðåäåëèì ÷èñëèòåëü ξ(A) ∈ Pr, à
òàêæå ëåâûé è ïðàâûé çíàìåíàòåëè φ(A), ψ(A) ∈ Pr∗ èíäóêòèâíî:

• åñëè A = p ∈ Pr, òî ξ(A) = p, φ(A) = ψ(A) = ε;
• åñëè A = q\B, òî ξ(A) = ξ(B), φ(A) = φ(B) q è ψ(A) = ψ(B);
• åñëè A = B/q, òî ξ(A) = ξ(B), φ(A) = φ(B) è ψ(A) = q ψ(B).

Åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîëüíîé ÁÊÃG â ôîðìó êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè CF (G) ìîæåò áûòü íàéäåíî â [6]. Íå ïîâòîðÿÿ
ôîðìàëüíîå èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå, ïðèâåä¼ì ïðèìåð.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü G çàäàíà íàáîðîì ïðèñâîåíèé:

a ▷ q\(S/p) | S/S
b ▷ (q\(S/p))/p | p
c ▷ q

Òîãäà ýêâèâàëåíòíàÿ ãðàììàòèêà CF (G) èìååò ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

S → qap | aS | qbpp
p → b

q → c

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà 1 [6]). ßçûêè, ïîðîæäàåìûå ÁÊÃ G è êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé CF (G), ñîâïàäàþò.

Îòìåòèì íåñêîëüêî äîïóùåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ñèëüíî óïðîñòèòü îáî-
çíà÷åíèÿ. Âåçäå, ãäå íå óêàçàíî îáðàòíîå, áóäåì îáîçíà÷àòü ðåçóëüòèðó-
þùóþ êàòåãîðèþ ãðàììàòèêè S, òåì ñàìûì óáåð¼ì íåîáõîäèìîñòü ÿâíî
óêàçûâàòü ðåçóëüòèðóþùóþ êàòåãîðèþ. Áîëåå òîãî, åñëè ðåçóëüòèðóþ-
ùàÿ êàòåãîðèÿ S � òî ÁÊÃ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî íàáîðó
ïðèñâîåíèé êàòåãîðèé áóêâàì äàííîé ãðàììàòèêè, ñëåäîâàòåëüíî, îòîæ-
äåñòâèì ÁÊÃ è ìíîæåñòâî ïðèñâîåíèé êàòåãîðèé â äàííîé ãðàììàòèêå.
Íàïðèìåð, ïîä ãðàììàòèêîé a ▷ S | (S/S) áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùóþ
ãðàììàòèêó:

G = ⟨{a}, S, {(a, S), (a, (S/S))}⟩
Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ÿçûê, ïîðîæäàåìûé ÁÊÃ, íå ìåíÿåòñÿ îò ïîðÿä-

êà ñêîáîê â ïðèñâîåííûõ êàòåãîðèÿõ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâè-
åì òåîðåìû âûøå. Ãîâîðÿ òî÷íåå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàììàòèê G1 è
G2, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ñêîáîê â ïðèñâàèâàåìûõ êàòå-
ãîðèÿõ, CF (G1) è CF (G2) � ýòî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè ñ
îäèíàêîâûì íàáîðîì ïðàâèë. Òàêèì îáðàçîì, â çàïèñè êàòåãîðèé áóäóò
îïóñêàòüñÿ âñå ñêîáêè. Íàïðèìåð, êàòåãîðèþ q\(S/p) áóäåì ïèñàòü êàê
q\S/p.
Òåïåðü äàäèì îïðåäåëåíèå êëàññà ãðàììàòèê Gk ñ íå áîëåå ÷åì k ïðè-

ñâîåííûìè êàòåãîðèÿìè äëÿ îäíîãî ñèìâîëà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðîèçâîëüíàÿ áàçîâàÿ êàòåãîðèàëüíàÿ ãðàììàòèêà G
ïðèíàäëåæèò êëàññó Gk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñèì-
âîëà a ∈ Σ âûïîëíåíî |{A | a ▷ A}| ≤ k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk � êëàññ
ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ãðàììàòèêàìè èç êëàññà Gk.

Îòìåòèì ïðîñòîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k, åñëè ãðàììàòèêà G ∈ Gk, òî
G ∈ Gk+1. Àíàëîãè÷íî, åñëè ÿçûê L ∈ Lk, òî L ∈ Lk+1.
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ëþáîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê áåç ïóñòî-
ãî ñëîâà ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé áàçîâîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêîé.
Òåì ñàìûì, ëþáîé êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê áåç ïóñòîãî ñëîâà ïðè-
íàäëåæèò êàêîìó-òî èç êëàññîâ Lk.
Ðàññìîòðèì òðèâèàëüíûå ïðèìåðû ÿçûêîâ èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ Lk.

Ïðèìåð 2. ßçûê {aa} ïîðîæäàåòñÿ ãðàììàòèêîé èç êëàññà G2, íî íå
ïîðîæäàåòñÿ ãðàììàòèêîé èç êëàññà G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû áûëî âîçìîæíî õîòÿ áû îäíî ñîêðàùåíèå êà-
òåãîðèé â ãðàììàòèêå, áóêâå a äîëæíà áûòü íàçíà÷åíà õîòÿ áû îäíà
ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ. Åñëè a íàçíà÷åíà êàòåãîðèÿ S, òî ãðàììàòè-
êà äîëæíà ïîðîæäàòü ñëîâî èç îäíîãî ñèìâîëà a, ÷òî íå òàê. Èíà÷å, a
íàçíà÷åíà äðóãàÿ êàòåãîðèÿ p, íî òîãäà ñëîâî aa íå áóäåò ïîðîæäàòü-
ñÿ äàííîé ãðàììàòèêîé. Òåì ñàìûì, äàííûé ÿçûê íå â êëàññå L1, íî
ãðàììàòèêà a ▷ p | S/p ïîðîæäàåò äàííûé ÿçûê. □

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî êëàññ L1 ⊊ L2. Ïîäîáíûì îáðàçîì,
ïîïðîáóåì �ðàçäåëèòü� êëàññû L2 è L3, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðóåì ñëåäóþ-
ùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 3. ßçûê L = {a, aa} íå çàäà¼òñÿ íèêàêîé ãðàììàòèêîé èç G2,
íî çàäà¼òñÿ ãðàììàòèêîé a ▷ S | p | p\S.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ñëîâî a ïðèíàäëåæàëî ÿçûêó, â ãðàììàòèêå
ñèìâîëó a äîëæíà áûòü ïðèñâîåíà êàòåãîðèÿ S. Ðàññìîòðèì ñîêðàùåíèå
êàòåãîðèé äëÿ ñëîâà aa. ×òîáû áûëî âîçìîæíî ñîêðàùåíèå, åñòü äâå âîç-
ìîæíîñòè: ïåðâîé a ïðèñâîåíà ïðîèçâîëüíàÿ ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ p,
à âòîðîé a ïðèñâîåíà êàòåãîðèÿ p\S èëè âòîðîé a ïðèñâîåíà ïðîèçâîëü-
íàÿ ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ p, à ïåðâîé a � êàòåãîðèÿ S/p. Òåì ñàìûì,
åäèíñòâåííûå âîçìîæíîñòè, ÷òîáû è ñëîâî a, è ñëîâî aa ïîðîæäàëîñü
ãðàììàòèêîé èç G2, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñèìâîëó a áûëè ïðèñâîåíû êàòå-
ãîðèè S/S è S, èëè S\S è S. Íî îáå ýòè ãðàììàòèêè ïîðîæäàþò áîëüøèé
ÿçûê, â ÷àñòíîñòè, ñëîâî aaa ïîðîæäàåòñÿ îáåèìè ãðàììàòèêàìè. □

Èòîãî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî L1 ⊊ L2 ⊊ L3.

3 Èåðàðõèÿ êëàññîâ

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáîáùèòü ïðèìåðû èç
êîíöà ïðåäûäóùåé ñåêöèè íà ñëó÷àé ãðàììàòèê ñ k êàòåãîðèÿìè. Êàê
ìû óæå âèäåëè, ðàçëè÷èÿ â êëàññàõ L1, L2 è L3 ïîÿâëÿþòñÿ â äîñòàòî÷íî
ïðîñòûõ ÿçûêàõ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîíå÷íûõ ÿçûêîâ õâàòèò, ÷òîáû
�ðàçëè÷èòü� Lk è Lk+1 ïðè ïðîèçâîëüíîì k. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì
ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü G � ÁÊÃ, çàäàþùàÿ êîíå÷íûé ÿçûê. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ G ÁÊÃ G′ è òåðìèíàëüíûé ñèìâîë a, êîòî-
ðîìó ïðèñâîåíà ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ p òàêàÿ, ÷òî íèêàêàÿ ñòðîêà
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èç äâóõ è áîëåå êàòåãîðèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèñâîåíèÿõ êàòåãîðèé
ãðàììàòèêè G′, íå ñîêðàùàåòñÿ äî p. Áîëåå òîãî, åñëè G ∈ Gk, òî
G′ ∈ Gk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà óñòðàíèì â ãðàììàòèêå ïðèñâîåíèÿ êàòåãîðèé,
êîòîðûå íå ìîãóò ó÷àñòâîâàòü íè â êàêîé ðåäóêöèè, ÷òî äåëàåòñÿ ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì, àíàëîãè÷íî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì ãðàììàòèêàì.
Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ãðàììàòèêóG′. Ðàññìîòðèì ñëîâî w = a1 . . . an

ìàêñèìàëüíîé äëèíû â ÿçûêå L(G′), òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ïðèñâî-
åíèÿ êàòåãîðèé ñèìâîëàì ai, ÷òî ñòðîêà A1 . . . An ðåäóöèðóåòñÿ â êàòå-
ãîðèþ S.
Åñëè w = a1, òî â ãðàììàòèêå G′ ñèìâîëó a1 ïðèñâîåíà êàòåãîðèÿ S,

è òàê êàê ýòî ñëîâî ìàêñèìàëüíîé äëèíû, òî íèêàêèå äðóãèå êàòåãîðèè
èç ïðèñâîåíèé ãðàììàòèêè G′ íå ìîãóò ñîêðàùàòüñÿ äî S, òåì ñàìûì
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà w ñîñòîèò èç äâóõ èëè áîëåå ñèìâî-

ëîâ. ×òîáû áûëà âîçìîæíà õîòÿ áû îäíà ðåäóêöèÿ, îäíà èç êàòåãîðèé
Ai äîëæíà áûòü ïðèìèòèâíîé êàòåãîðèåé p. Îòìåòèì, ÷òî p íå ìîæåò
áûòü ðåçóëüòèðóþùåé êàòåãîðèåé (ò.å. íå ðàâíà S), èíà÷å ñòðîêà

a1 . . . ai−1a1 . . . ai−1aiai+1 . . . anai+1 . . . an

ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L(G′), ÷òî äåìîíñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ðåäóêöèé:

A1 . . . Ai−1A1 . . . Ai−1AiAi+1 . . . AnAi+1 . . . An ⇒
A1 . . . Ai−1SAi+1 . . . An ⇒ S

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè äëèíû ñëîâà w.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêàÿ-òî èç ñòðîê êàòåãîðèé, âñòðå÷àþùèõ-

ñÿ âG′, ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ äî p. Îáîçíà÷èì å¼ α, à ñòðîêó òåðìèíàëîâ, èç
êîòîðîé ïðèñâîåíèÿìè ïîëó÷àåòñÿ α, îáîçíà÷èì u. Ðàññìîòðèì ñòðîêó
ñèìâîëîâ a1 . . . ai−1uai+1 . . . an è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèñâîåíèå êàòåãîðèé
å¼ ñèìâîëàì A1 . . . Ai−1αAi+1 . . . An. Ñëåäóþùèå ðåäóêöèè ïîêàçûâàþò,
÷òî A1 . . . Ai−1αAi+1 . . . An ðåäóöèðóåòñÿ â S:

A1 . . . Ai−1αAi+1 . . . An ⇒ A1 . . . Ai−1pAi+1 . . . An ⇒ S

çíà÷èò, ñëîâî a1 . . . ai−1uai+1 . . . an ïðèíàäëåæèò ÿçûêó ãðàììàòèêè G′,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè äëèíû ñëîâà w. □

Òàêæå íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà L îïðåäåëèì çíà÷åíèå ôóíê-
öèè λ êàê òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî L ìîæåò áûòü çàäàí ãðàì-
ìàòèêîé èç Gk.

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÿçûêà L îïðåäåëèì çíà-
÷åíèå ôóíêöèè µ êàê òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íûé ÿçûê L′ ñ óñëîâèåì L ⊆ L′, è L′ ìîæåò áûòü çàäàí ãðàììàòè-
êîé èç Gk.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ôóíêöèè λ è µ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâàì:

• ïóñòü L � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ÿçûê, òîãäà µ(L) ≤ λ(L);

• ïóñòü L è L̃ � êîíå÷íûå ÿçûêè òàêèå, ÷òî L ⊆ L̃, òîãäà µ(L) ≤
µ(L̃).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî µ(L) � ýòî ìèíèìàëüíîå íåîáõîäèìîå
êîëè÷åñòâî êàòåãîðèé, ÷òîáû çàäàòü êîíå÷íûé ÿçûê, ñîäåðæàùèé L, ñëå-
äîâàòåëüíî, µ(L) ìåíüøå èëè ðàâíî êîëè÷åñòâó êàòåãîðèé, íåîáõîäèìûõ
äëÿ çàäàíèÿ L.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

ìèíèìóì µ(L) áåð¼òñÿ ïî áîëüøåìó ìíîæåñòâó ÿçûêîâ, ÷åì µ(L̃). □

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè λ óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåî-
ðåìó äàííîé ñåêöèè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò òà-
êîé ÿçûê L, ÷òî λ(L) = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ôóíêöèè µ íà ÿçûêàõ âèäà Ln =
{ai | i ≤ n} ïðè ðàçëè÷íûõ n.

Ëåììà 1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè µ íåîãðàíè÷åíû íà ìíîæåñòâå ÿçûêîâ
{Ln | n ∈ N}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü l � íàèìåíüøàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ íà ÿçûêå {ai | i ≤ t}.
Ðàññìîòðèì ÿçûê {ai | i ≤ (t + 1)l+1 + 1} è êàòåãîðèàëüíóþ ãðàì-

ìàòèêó G, çàäàþùóþ äàííûé ÿçûê. Çàìåòèì, ÷òî µ(L(t+1)l+1+1) = l ïî
ïðåäïîëîæåíèþ è âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ 3. Ïî îïðåäåëåíèþ µ ýòî
çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ÿçûê L̃, ñîäåðæàùèé ÿçûê L(t+1)l+1+1,

è λ(L̃) = l.

Â ÿçûêå L̃ ñîäåðæèòñÿ êàê ìèíèìóì (t + 1)l+1 + 1 ðàçëè÷íûõ ñëîâ,

òàê êàê L̃ ñîäåðæèò ÿçûê L(t+1)l+1+1. Áîëåå òîãî, ÿçûê L̃ êîíå÷åí è çà-

äà¼òñÿ ãðàììàòèêîé èç Gl, îáîçíà÷èì ýòó ãðàììàòèêó G, à êàòåãîðèè,
ïðèñâîåííûå ñèìâîëó a â ýòîé ãðàììàòèêå, A1, . . . , Al.
Ðàññìîòðèì CF (G). Ãëóáèíà äåðåâüåâ âûâîäà â äàííîé ãðàììàòèêå

îãðàíè÷åíà l+1, èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, ïîâòî-
ðÿþùàÿñÿ â îäíîé âåòâè äåðåâà âûâîäà, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîâòîðåíèåì
ýòîé âåòâè ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ñëîâî äëèíû áîëüøå ïðîèçâîëüíîé
êîíñòàíòû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîì ïðàâèëå ãðàììàòèêè CF (G) ñ ïðàâîé

ñòîðîíû íå áîëåå ÷åì t ñèìâîëîâ. Çíà÷èò, íà êàæäîì øàãå äîáàâëÿåòñÿ íå
áîëåå t íîâûõ âåðøèí, à ñëåäîâàòåëüíî, â èòîãîâîì ñëîâå íå áîëåå (t+1)l

ñèìâîëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðàâèëî p→ u, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè
ìèíèìóì t+ 1 ñèìâîë.
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Ïðàâèëî p → u íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â âûâîäå ñëîâ äëèíû
ìåíüøå t + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàììàòèêà CF (G) ñ óäàëåííûì ïðàâè-
ëîì p → u îáÿçàíà ïîðîæäàòü âñå ñëîâà ñ äëèíîé íå áîëåå ÷åì t. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â èçíà÷àëüíîé ãðàììàòèêå
G ïðàâèëî p → u ñîîòâåòñòâîâàëî ïðèñâîåíèþ a ▷ A1. Ðàññìîòðèì G′ �
ãðàììàòèêó, ïîëó÷åííóþ èç ãðàììàòèêè G óäàëåíèåì ïðèñâîåíèÿ a▷A1.
Ïî ïîñòðîåíèþ, CF (G′) îòëè÷àåòñÿ îò CF (G) òîëüêî ïðàâèëîì p → u,
à ñëåäîâàòåëüíî, G′ ïîðîæäàåò âñå ñëîâà ñ äëèíîé íå áîëåå ÷åì t, à çíà-
÷èò, {ai | i ≤ t} ⊆ L(G). Îäíàêî, â ãðàììàòèêå G′ âñåãî l− 1 ïðèñâîåíèå,
ñëåäîâàòåëüíî, µ({ai | i ≤ t}) ≤ l − 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæå-
íèþ. □

Ëåììà 2. Äëÿ k ≥ 2 âåðíî λ({ai | i ≤ k + 1}) ≤ λ({ai | i ≤ k}) + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàììàòèêà G ïîðîæäàåò ÿçûê {ai | i ≤ k}. Ïî
óòâåðæäåíèþ 2 ñóùåñòâóåò ãðàììàòèêàG′, ïîðîæäàþùàÿ òîò æå ÿçûê, è
ïðèìèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ p, ïðèñâîåííàÿ ñèìâîëó a âG′, ÷òî íèêàêàÿ ñòðî-
êà èç äâóõ è áîëåå êàòåãîðèé â äàííîé ãðàììàòèêå íå ìîæåò ñîêðàùàòüñÿ
äî p. Îáîçíà÷èì ïðèñâîåíèÿ â G′ ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ▷ A1 | . . . | An,
ãäå n = λ({ai | i ≤ k}).
Òåïåðü ðàññìîòðèì íîâóþ ãðàììàòèêó G′′ ñî ñëåäóþùèìè ïðèñâîåíè-

ÿìè � a▷S/p . . . /p | A1 | . . . | An, ãäå êîëè÷åñòâî äåëåíèé íà êàòåãîðèþ p
â ïåðâîé êàòåãîðèè ðàâíî k. Òàê êàê ýòà ãðàììàòèêà ñîäåðæèò âñå êàòå-
ãîðèè èç ãðàììàòèêè, çàäàþùåé Lk, ëþáîå ñëîâî èç Lk òàêæå ïðèíàäëå-
æèò ÿçûêó äàííîé ãðàììàòèêè. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ak+1 ïðèíàäëåæèò
ïîðîæäàåìîìó ÿçûêó, êîãäà ïåðâîé áóêâå a ïðèñâàèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ
S/p . . . /p, à âñåì îñòàëüíûì � êàòåãîðèÿ p.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ñëîâ äàííàÿ ãðàììàòèêà ïî-

ðîäèòü íå ìîæåò. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü CF (G′′) è CF (G′).
Äàííûå ãðàììàòèêè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî îäíèì ïðàâèëîì, à èìåííî S →
ap . . . p, êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, îáÿçàíî áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè âûâîäå
íîâîãî ñëîâà at, ãäå t ≥ k + 1. Çàìåíèì âñå ïîääåðåâüÿ â âûâîäå ñëîâà
at, íà÷èíàþùèåñÿ ñ óêàçàííîãî âûøå ïðàâèëà, íà äåðåâî âûâîäà ñëî-
âà ak. Èòîãî, ïîëó÷èì äåðåâî âûâîäà, â êîòîðîì èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî
ïðàâèëà èç CF (G′), è åñëè ïðàâèëî S → ap . . . p áûëî èñïîëüçîâàíî íå
â êîðíå äåðåâà âûâîäà at, òî ïîëó÷èì ñëîâî äëèíû áîëüøå k, â âûâîäå
êîòîðîãî èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî ïðàâèëà èç CF (G′), ÷òî íåâîçìîæíî,
òàê êàê L(CF (G′)) = {ai | i ≤ k}. Èòîãî, ïðàâèëî S → ap . . . p áûëî
èñïîëüçîâàíî â êîðíå äåðåâà âûâîäà at. Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî, òàê êàê
íèêàêàÿ ñòðîêà íåñêîëüêèõ êàòåãîðèé â G′′ íå ñîêðàùàåòñÿ äî p, çíà-
÷èò, ïîääåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå p, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîãî âûøå
ïðàâèëà ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç îäíîãî ñèìâîëà a, à ýòî çíà÷èò, ÷òî
t = k + 1. □

Èòîãî, äîêàçàíî, ÷òî λ � íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê µ íåîãðà-
íè÷åíà, è íà êàæäîì øàãå ðàñò¼ò íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó. Íà ÿçûêå
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{a, aa} çíà÷åíèå λ ðàâíî 2. Òåì ñàìûì, λ ïðèíèìàåò âñå íàòóðàëüíûå
çíà÷åíèÿ, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. □

4 Êëàññ ÿçûêîâ ñ äâóìÿ ïðèñâîåíèÿìè

Äëÿ íà÷àëà ðàçáåð¼ì ðàíåå âñòðå÷àâøèéñÿ ïðèìåð ÿçûêà {a, aa}, è
êàòåãîðèàëüíóþ ãðàììàòèêó ñ ïðàâèëàìè a ▷ S | p | S/p.

Ïðèìåð 4. Áàçîâàÿ êàòåãîðèàëüíàÿ ãðàììàòèêà:

a1 ▷ S/t3/t2 | t1
a2 ▷ t1\p/t3 | t2
a3 ▷ t2\t1\S/p | t3

ïîðîæäàåò ÿçûê {a1a2a3, a1a2a3a1a2a3}.

Íåôîðìàëüíî, êàæäàÿ ïîäñòðîêà a1a2a3 �êîäèðóåò� â ñåáå âñå òðè êà-
òåãîðèè, ïðèñâîåííûõ áóêâå a â èçíà÷àëüíîé ãðàììàòèêå.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ÁÊÃG è îáîáùèì êîäèðîâêó ãðàììàòèêè

èç ïðèìåðà.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G′ ïî ãðàììàòèêå G, çàìåíèâ
ïðèñâîåíèÿ îäíîìó ñèìâîëó a ▷ A1 | . . . | An íà ñëåäóþùèé íàáîð
ïðàâèë:

a1 ▷ A1/t
a
n/t

a
n−1/ . . . /t

a
2 | ta1

a2 ▷ ta1\A2/t
a
n/t

a
n−1/ . . . /t

a
3 | ta2

. . .

an−1 ▷ tan−2\. . .\ta1\An−1/t
a
n | tan−1

an ▷ tan−1\. . .\ta1\An | tan

(tai � íîâûå ïðèìèòèâíûå êàòåãîðèè, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â êàòåãîðèÿõ
èçíà÷àëüíîé ãðàììàòèêè). Îáîçíà÷èì A′

i è A
′′
i êàòåãîðèè, ïðèñâîåííûå

ai, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñèìâîëà a îïðåäåëèì îáðàç ãîìîìîðôèçìà h(a)
êàê ñòðîêó a1a2 . . . an.
Îáðàòíî, äëÿ ñèìâîëà a1 îïðåäåëèì îáðàç ãîìîìîðôèçìà g(a1) = a,

äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñèìâîëîâ ai (ãäå i ̸= 1) ïîëîæèì g(ai) = ε.

Ïåðåéä¼ì ê ýêâèâàëåíòíûì êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì ãðàììàòèêàì äëÿ
G è G′. Òàêèì îáðàçîì, ãðàììàòèêà CF (G) çàäàíà ñëåäóþùèì íàáîðîì
ïðàâèë (âûïèøåì ïðàâèëà ñ òåðìèíàëîì a ñ ïðàâîé ÷àñòè):

ξ(A1) → φ(A1)aψ(A1)

ξ(A2) → φ(A2)aψ(A2)

. . .

ξ(An) → φ(An)aψ(An)
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Ïî îïðåäåëåíèþ ξ(Ai) = ξ(A′
i), à ñòðîêè ëåâûõ è ïðàâûõ çíàìåíàòåëåé

ñëåäóþùèå:

φ(A′
1) = φ(A1) ψ(A′

1) = ta2t
a
3 . . . t

a
nψ(A1)

φ(A′
2) = φ(A2)t

a
1 ψ(A′

1) = ta3 . . . t
a
nψ(A2)

. . .

φ(A′
n) = φ(An)t

a
1t

a
2t

a
3 . . . t

a
n−1 ψ(A′

n) = ψ(An)

Äëÿ A′′
i , ïîëîæèì ξ(A′′

i ) = tai , à ñòðîêè ëåâûõ è ïðàâûõ çíàìåíàòåëåé,
ñîîòâåòñòâåííî, ïóñòûìè.
Èòîãî, ãðàììàòèêà G′ ýêâèâàëåíòíà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòè-

êå ñ ïðàâèëàìè:

ξ(A1) → φ(A1)a1t
a
2t

a
3 . . . t

a
n−1t

a
nψ(A1)

ξ(A2) → φ(A2)t
a
1a2t

a
3 . . . t

a
n−1t

a
nψ(A2)

. . .

ξ(An) → φ(An)t
a
1t

a
2t

a
3 . . . t

a
n−1anψ(An)

ta1 → a1

ta2 → a2

. . .

tan → an

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êàæäûé íåòåðìèíàë tai âñòðå÷àåòñÿ â ëåâîé ÷àñòè
ãðàììàòèêè ðîâíî â îäíîì ïðàâèëå, à èìåííî â i-ì èç ïîñëåäíèõ n. Òåì
ñàìûì, ìîæíî âåçäå â ãðàììàòèêå çàìåíèòü tai íà ai è ïîëó÷èòü ýêâèâà-
ëåíòíóþ ãðàììàòèêó.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ãðàììàòèêó (âûïèñûâàåì ïðàâèëà

òîëüêî ïîëó÷åííûå èç a):

ξ(A1) → φ(A1)a1a2a3 . . . an−1anψ(A1)

ξ(A2) → φ(A2)a1a2a3 . . . an−1anψ(A2)

. . .

ξ(An) → φ(An)a1a2a3 . . . an−1anψ(An)

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðàâèë ãðàììàòèêè G çàìåíîé òåðìèíàëà a íà
ñòðîêó òåðìèíàëîâ a1 . . . an.
Òåì ñàìûì áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Åñëè ñëîâî w ëåæèò â ÿçûêå L(G), òî h(w) ëåæèò â ÿçûêå
L(G′).

Àíàëîãè÷íî äëÿ îáðàòíîãî ãîìîìîðôèçìà.

Òåîðåìà 4. Åñëè ñëîâî w ëåæèò â ÿçûêå L(G′), òî g(w) ëåæèò â
ÿçûêå L(G).
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Ñëåäñòâèå 1. Ñëåäóþùèå àëãîðèòìè÷åñêèå çàäà÷è íåðàçðåøèìû äëÿ
ÿçûêîâ èç êëàññà G2:

• ïî ïðîèçâîëüíîé ãðàììàòèêå G èç êëàññà G2 ïðîâåðèòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè ÿçûê L(G) ñóùåñòâåííî íåîäíîçíà÷íûì;

• ïî ïðîèçâîëüíîé ãðàììàòèêå G èç êëàññà G2 ïðîâåðèòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè ÿçûê, ïîðîæäàåìûé ãðàììàòèêîé G, ðåãóëÿðíûì;

• ïðîâåðèòü ïî äâóì ãðàììàòèêàì èç êëàññà G2, ðàâíû ëè ïîðîæ-
äàåìûå èìè ÿçûêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ñâîéñòâà ÿçûêîâ ñîõðàíÿþòñÿ
ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîðôèçìîâ, òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäàåìîå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì êëàññè÷åñêèõ òåîðåì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî â ïðîèçâîëü-

íûõ äâóõ êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèêàõ G1 è G2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âûáðàííîìó ñèìâîëó a â ïåðâîé è âî âòîðîé ãðàììàòèêå ïðèñâîåííî
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êàòåãîðèé. Èíà÷å íåêîòîðûå êàòåãîðèè ìîæíî
ïðîäóáëèðîâàòü. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâåííî ïî G1 è G2 ãðàììàòèêè G

′
1 è

G′
2. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèìâîëà a âåðíî, ÷òî h1(a) = h2(a), ãäå h1

è h2, ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìîìîðôèçìû. Çíà÷èò, L(G
′
1) = L(G′

2) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà L(G1) = L(G2). □
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