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Abstract: The existence of nontrivial self-similar k-forests is
shown. For this purpose, a method for constructing self-similar
forests on fractal squares is described.

Keywords: fractal square, connected component, graph, dendrit,
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1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 1 (Hutchinson J. E. (1981), [3]). Ïóñòü S = {S1, . . . , Sm}
� ñèñòåìà ñæèìàþùèõ ïîäîáèé â Rn. Íåïóñòîé êîìïàêò K, óäîâëå-

òâîðÿþùèé óðàâíåíèþ K =
m⋃
i=1

Si(K), áóäåì íàçûâàòü àòòðàêòîðîì ñè-

ñòåìû S èëè ìíîæåñòâîì, ñàìîïîäîáíûì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S.

Ïîëóãðóïïó, ïîðîæäåííóþ îòîáðàæåíèÿìè {S1, . . . , Sm}, îáîçíà÷èì
÷åðåç G(S).
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Ìíîæåñòâà Ki = Si(K) ⊂ K íàçûâàþò êîïèÿìè ñàìîïîäîáíîãî ìíî-
æåñòâà K. Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ïåðåñå÷åíèé êîïèé ñàìîïîäîá-
íîãî ìíîæåñòâà K, îíî ìîæåò áûòü ñâÿçíûì, íåñâÿçíûì è äàæå âïîëíå
íåñâÿçíûì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Σ = {Ki, i ∈ I} � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà íåïóñòûõ
ìíîæåñòâ. Ïðîcòîé ãðàô ïåðåñå÷åíèé Γ = Γ(Σ) ñèñòåìû Σ � ýòî ãðàô
ñ âåðøèíàìè {Ki : i ∈ I} ñ ìíîæåñòâîì ð¼áåð {eij}, ãäå eij ̸= ∅ åñëè
Ki ∩Kj ̸= ∅.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ì. Õàòà [2, Th. 4.6], àòòðàêòîð K ñâÿçåí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñèñòåìà êîïèé Ki = Si(K) ⊂ K îáëàäàåò ñâÿç-
íûì ïðîñòûì ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé. Ïðè ýòîì, åñëè K ñâÿçåí, òî îí ëî-
êàëüíî ñâÿçåí è ëèíåéíî ñâÿçåí.
Åñëè ñàìîïîäîáíîå ìíîæåñòâî àöèêëè÷íî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîá-

íûì äåíäðèòîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Äåíäðèòîì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíûé êîíòèíó-
óì, íå ñîäåðæàùèé ïðîñòûõ çàìêíóòûõ äóã.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñàìîïîäîáíîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîòî÷å÷-
íîãî (ñîîòâ., êîíå÷íîãî) ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè ëþáàÿ ïàðà åãî êîïèé ïåðåñå-
êàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé òî÷êå (ñîîòâ., ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó òî÷åê).
Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè ìíîæåñòâà P := {p : p ∈ Ki ∩ Kj , i, j ∈ I, i ̸= j}
èãðàþò â ñàìîïîäîáíîì ìíîæåñòâå K îñîáóþ ðîëü.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü K � ñàìîïîäîáíîå ìíîæåñòâî, îáëàäàþùåå

ñâîéñòâîì êîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Äâóäîëüíûé ãðàô ïåðåñå÷åíèé Ĝ =

Ĝ(S) ñèñòåìû S � ýòî äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè {Ki : i ∈ I} è P , è ñ
ìíîæåñòâîì ð¼áåð {(Ki, p) : p ∈ P ∩Ki}.
Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ x ∈ K, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî S ∈ G(S), S(x) ∈ P ,

íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíîé ãðàíèöåé ∂K ìíîæåñòâà K.
Ïðèâåäåì êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé îáíàðóæèâàòü ñàìîïîäîáíûå äåíä-

ðèòû ñ îäíîòî÷å÷íûì ïåðåñå÷åíèåì.

Òåîðåìà 1 (Tetenov A.V. (2021), [5, Th. 1.7]). Ïóñòü K = K(S) � ñà-
ìîïîäîáíûé êîíòèíóóì ñî ñâîéñòâîì îäíîòî÷å÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Åñëè

ãðàô ïåðåñå÷åíèé Ĝ(S) ñèñòåìû S ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî å¼ àòòðàêòîð
K � äåíäðèò. □

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü D = {d1, . . . , dm} ⊂ {0, 1, . . . , n−1}2, ãäå n ≥ 2,
è 1 < m < n2. Ôðàêòàëüíûì êâàäðàòîì ïîðÿäêà n ñ ìíîæåñòâîì åäè-
íèö D íàçûâàþò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K ⊂ R2, óäîâëåòâîðÿþùåå

óðàâíåíèþ K =
K +D

n
.

Ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ Îïðåäåëåíèåì 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàäàäèì ñèñòåìó S = {Sd, d ∈ D} ãîìîòåòèé Sd(z) = z+d

n (ïðè d ∈ D)
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â R2. Òîãäà K =
K +D

n
=

⋃
d∈D

Sd(K). Òî åñòü, àòòðàêòîð K ∈ R2 ýòîé

ñèñòåìû S è ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíûì êâàäðàòîì.
Â ðàáîòå [1] àâòîðîì áûëà èçó÷åíà ñòðóêòóðà ïåðåñå÷åíèÿ êîïèé ôðàê-

òàëüíîãî êâàäðàòà, è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå êîïèé
è ñàìîïîäîáíàÿ ãðàíèöà ôðàêòàëüíîãî êâàäðàòà êîíå÷íà, ñ÷¼òíà èëè
íåñ÷¼òíà, à òàêæå ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ îäíîñâÿçíûõ ôðàêòàëüíûõ
êâàäðàòîâ ïî ôîðìå ãëàâíîãî äåðåâà.
Êàê ïðàâèëî, ïðîèçâîëüíîå ñàìîïîäîáíîå ìíîæåñòâî îêàçûâàåòñÿ ëè-

áî ñâÿçíûì, ëèáî íåñâÿçíûì ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò. Ïîñòðîåíèå ñàìîïîäîáíûõ ìíîæåñòâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ áîëåå íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé.
Äæ.-Ñ. Ñÿî [6] ïîëó÷èë ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü íåñâÿçíûå ôðàê-

òàëüíûå êâàäðàòû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êîìïîíåíò. Îäèí èç ïðèâîäèìûõ
èì ïðèìåðîâ ïîêàçàí íà Ðèñóíêå 1. Áîëåå òîãî, îí äîêàçàë, ÷òî âñÿêèé
ôðàêòàëüíûé êâàäðàò èìååò ëèáî êîíå÷íîå, ëèáî íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íåòðèâèàëüíûå ñàìîïîäîáíûå

ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà àöèêëè÷åñêèõ êîìïîíåíò. Â
ýòîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ìíîæåñòâ è ïðèâîäèòñÿ
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé èõ ñòðîèòü â êëàññå ôðàêòàëüíûõ êâàäðàòîâ.

Ðèñ. 1. Ôðàêòàëüíûé êâàäðàò ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåîä-
íîñâÿçíûõ êîìïîíåíò è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ãðàô GK.

2 Ñàìîïîäîáíûå k-ëåñà

Îïðåäåëåíèå 6. Ñàìîïîäîáíûì k-ëåñîì ìû áóäåì íàçûâàòü ñàìîïî-
äîáíîå ìíîæåñòâî K, ÿâëÿþùååñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì äåíäðè-
òîâ Ci ïðè i = 1, . . . , k:

K =
k⊔

i=1

Ci.
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Îïèñàíèå ñåìåéñòâà ñàìîïîäîáíûõ k-ëåñîâ íà ïðÿìîé R1 äàþò ðåçóëü-
òàòû Ïðîòàñîâà è Çàéöåâîé [7, 8] î ïåðèîäè÷åñêèõ n-ìåðíûõ çàìîùåíèÿõ,
åñëè èõ ïðèìåíèòü â ñëó÷àå n = 1.

Ðèñ. 2. Òðèâèàëüíûé ñàìîïîäîáíûé 2-ëåñ (àòòðàêòîð ÷å-
òûð¼õ ãîìîòåòèé) è 3-ëåñ (àòòðàêòîð øåñòè ãîìîòåòèé)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñóùå-
ñòâîâàíèè ôðàêòàëüíûõ êâàäðàòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ íåòðèâèàëüíûìè ñàìî-
ïîäîáíûìè k-ëåñàìè íà ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 2 è n = (2k − 1)k1, ãäå
k1 ≥ k+2, cóùåñòâóåò ñàìîïîäîáíûé k-ëåñ ÿâëÿþùèéñÿ ôðàêòàëüíûì
êâàäðàòîì ïîðÿäêà n.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óêàæåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñàìîïîäîáíîãî k-ëåñà

K =
⊔k

i=1 Ci êîòîðûé ìû áóäåì ñòðîèòü êàê ôðàêòàëüíûé êâàäðàò ïî-
ðÿäêà n ñ ìíîæåñòâîì åäèíèö D.

2.1. Ôðàêòàëüíûå êâàäðàòû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êîìïîíåíò.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà A, áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç C(A) ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò A.

Îïðåäåëåíèå 7. Ðàññìîòðèì ôðàêòàëüíûé êâàäðàò K =
K +D

n
. Òî-

ãäà áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî åäèíèö D′ ⊂ D ñâÿçíûì, åñëè ïðîñòîé
ãðàô ïåðåñå÷åíèé ñèñòåìû Σ(D′) = {Kd = Sd(K), d ∈ D′} ñâÿçåí.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 7 ìíîæåñòâî D ðàñïàäàåòñÿ íà ñèñòåìó ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò C(D) = {D1, . . . , Dk}. Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè Fi =

⋃
d∈Di

Sd(K)

îáúåäèíåíèÿ êîïèé èç ýòèõ êîìïîíåíò.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìíîæåñòâ Fd,i = Sd(Fi), ãäå d ∈ D à i = 1, ..., k.

Ïóñòü GK � ïðîñòîé ãðàô ïåðåñå÷åíèé ýòîé ñèñòåìû. Ïðèìåðû òàêîãî
ãðàôà ìîæíî óâèäåòü íà Ðèñóíêàõ 1 è 4.
Â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùóþ òåîðåìó,

êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ÷èñëî êîìïîíåíò ìíîæåñòâà åäèíèö D,
÷èñëî êîìïîíåíò àòòðàêòîðà K è ÷èñëî êîìïîíåíò ãðàôà GK.

Òåîðåìà 3 (J.-C. Xiao (2021), [6, Th. 1.4]). Ïóñòü K � ôðàêòàëüíûé
êâàäðàò ñ ìíîæåñòâîì åäèíèö D, äëÿ êîòîðîãî #C(D) ≥ 2.
#C(K) = #C(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà #C(D) = #C(GK). □

Äîêàæåì òåïåðü Òåîðåìó 2. Äëÿ ýòîãî ñðåäè ôðàêòàëüíûõ êâàäðà-
òîâ ñ k ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè áóäåì âûäåëÿòü ïðèìåðû, â êîòîðûõ
#(Fd1,i1 ∩Fd2,i2) ≤ 1 äëÿ ëþáûõ Fd1,i1 , Fd2,i2 ∈ K, à ãðàô GK áóäåò àöèê-
ëè÷íûì. Äëÿ ýòîãî â ïàðàãðàôå 2.2 áóäåì çàäàâàòü ó K ñàìîïîäîáíóþ
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ãðàíèöó ∂K ñïåöèàëüíîãî âèäà, â ïàðàãðàôàõ 2.3 è 2.4 ïîêàæåì óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ãðàô GK áóäåò àöèêëè÷íûì, à â ïàðàãðàôå 2.5 ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ôðàêòàëüíûé êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì
k-ëåñîì.

2.2. Âûáîð ñàìîïîäîáíîé ãðàíèöû. Ðàññìîòðèì ôðàêòàëüíûé
êâàäðàò K, ñîñòîÿùèé èç k ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Èç Òåîðåìû 3 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà {Ci = Fi : 1 ≤ i ≤ k}. Ñôîðìóëèðó-
åì óñëîâèÿ (a), (b), (c), äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû òàêîé ôðàêòàëü-
íûé êâàäðàò K ÿâëÿëñÿ ñàìîïîäîáíûì k-ëåñîì.
Ïåðâûå äâà òðåáîâàíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

(a) K èìååò ñàìîïîäîáíóþ ãðàíèöó âèäà ∂K = {A,B,A′, B′, Ai, Bi :
i = 1, . . . , k + 1}, ãäå

• A = (0, 0) è B = (1, 1);
• A′ = (0, y′) è B′ = (1, y′) äëÿ íåêîòîðîãî 0 < y′ < 1;
• {Ai = (xi, 0), Bi = (xi, 1) : i = 1, . . . , k + 1, 0 < xi < 1}

(b) {A′, A,A1, B1, B2} ⊂ C1, {Ai, Bi+1} ⊂ Ci äëÿ i = 2, . . . , k − 1,
{B′, B,Ak, Ak+1, Bk+1} ⊂ Ck.

A A1 A2 A3 A4

B1 B2 B3 B4 B

A′ B′C1 C2 C3

Ðèñ. 3. Ñëåâà òî÷êè èç ∂K è ñîäåðæàùèå èõ êîìïîíåíòû.
Ñïðàâà k-áàøíÿ è ñîîòâ. åé ôðàãìåíò ãðàôà GK.

Íà Ðèñóíêå 3 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíû òî÷êè èç ∂K è ñîäåðæàùèå èõ
êîìïîíåíòû.
Óñëîâèÿ (a) è (b) îáåñïå÷èâàþò ñëåäóþùèé õàðàêòåð ïåðåñå÷åíèÿ êî-

ïèé è ëåæàùèõ â íèõ êîìïîíåíò:
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Äëÿ âñÿêîé ïàðû {d, d+ (1, 1)} ⊂ D ïåðåñå÷åíèå îäíîòî÷å÷íîå:

K + d

n
∩ K + d+ (1, 1)

n
=
Ck + d

n
∩ C1 + d+ (1, 1)

n
=

=
B + d

n
=

A+ d+ (1, 1)

n
.

Äëÿ âñÿêîé ïàðû {d, d+ (0, 1)} ⊂ D ïåðåñå÷åíèå (k + 1)-òî÷å÷íîå:

K + d

n
∩K + d+ (0, 1)

n
=

{B1, . . . , Bk+1}+ d

n
=

{A1, . . . , Ak+1}+ d+ (0, 1)

n

ãäå êàæäàÿ ïàðà ñîâïàäàþùèõ òî÷åê ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè îáðàçîâ êîì-
ïîíåíò Ci ìíîæåñòâà K:

Ci + d

n
∩ Ci+1 + d+ (0, 1)

n
=

Bi + d

n
=

Ai + d+ (0, 1)

n
äëÿ 1 ≤ i ≤ k − 1

Äëÿ âñÿêîé ïàðû {d, d+ (1, 0)} ⊂ D ïåðåñå÷åíèå îäíîòî÷å÷íîå:

K + d

n
∩ K + d+ (1, 0)

n
=
Ck + d

n
∩ C1 + d+ (1, 0)

n
=

=
B′ + d

n
=

A′ + d+ (1, 0)

n
.

Ïîñëåäíèì óñëîâèåì äëÿ K áóäåò òî, ÷òî

(c) Ãðàô GK àöèêëè÷åí.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ ìû áóäåì ñòðîèòü êîìïîíåíòû â âèäå
òàê íàçûâàåìûõ m-áàøåí:

2.3. Îïèñàíèå m-áàøíè.

Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ ôðàêòàëüíîãî êâàäðàòà K ïîðÿäêà n ñ ìíîæå-
ñòâîì åäèíèö D ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Tm(di) è íàçûâàòü
m-áàøíåé (èëè áàøíåé ñ âûñîòîé m) ñ îñíîâàíèåì di ∈ D ìíîæåñòâî
âèäà

Tm(di) =
di +K

n
∪ di + (0, 1) +K

n
∪ · · · ∪ di + (0,m− 1) +K

n
.

Î÷åâèäíî, ÷òî Tm(di) ⊂ K åñëè è òîëüêî åñëè {di, di + (0, 1), . . . , di +
(0,m− 1)} ⊂ D.
Îòìåòèì, ÷òî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (a) è (b), äëÿ êàæäîãî íàòó-

ðàëüíîãî m ≥ k áàøíÿ Tm(di) áóäåò ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì. Áîëåå òîãî,
ïðè m > k òàêàÿ áàøíÿ Tm(di) âñåãäà áóäåò ñîäåðæàòü íåñòÿãèâàåìóþ â
íåé ïåòëþ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè 1 ≤ m < k áàøíÿ Tm(di) áóäåò ñîñòîÿòü èç

k − m + 1 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ
îäíîñâÿçíîñòè áàøíè Tm(di) íåîáõîäèìî m = k.
Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîòðåáóåì îò K ñëåäóþùåå:
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Ðèñ. 4. Ñàìîïîäîáíûé 2-ëåñ, ñîñòîÿùèé èç 2-áàøåí, è åãî
ãðàô GK

(c.1) Äëÿ êàæäîé êîïèè K+di
n , ãäå di ∈ D, ñóùåñòâóåò îñíîâàíèå dj ∈ D

òàêîé áàøíè Tk(dj) ⊂ K, ÷òî K+di
n ⊂ Tk(dj). Ìíîæåñòâî âñåõ

îñíîâàíèé òàêèõ k-áàøåí îáîçíà÷èì êàê D̂.
(c.2) Â K íåëüçÿ âûäåëèòü (k + 1)-áàøíþ.

Åñëè ñàìîïîäîáíàÿ ãðàíèöà ∂K çàäàíà ñîãëàñíî óñëîâèþ (a), òî äâó-

äîëüíûé ãðàô Ĝ(K) ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé k-áàøåí âK àöèêëè÷åí, òîëü-

êî åñëè äëÿ ëþáûõ di, dj ∈ D̂ #(Tk(di) ∩ Tk(dj)) ≤ 1. Òàêîå ïåðåñå÷åíèå
áàøåí áóäåò îäíîòî÷å÷íûì, òîëüêî åñëè di, dj ∈ {(1, k), (−1,−k), (−1, k−
1), (1, 1− k)}, òî åñòü áàøíè äîëæíû ñîñåäñòâîâàòü îïðåäåë¼ííûì îáðà-
çîì. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû äîïóñòèìîãî ñîñåäñòâà áàøåí ïîêàçàíû
íà Ðèñóíêå 5 ñïðàâà. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïåðåñå÷åíèå áàøåí áó-
äåò ëèáî ïóñòûì, ëèáî íåîäíîòî÷å÷íûì.

2.4. Òðåáîâàíèÿ ê ïîðÿäêó n ôðàêòàëüíîãî êâàäðàòà K. Ïîòðå-
áóåì, ÷òîáû

(c.3) n ≥ (2k − 1) · k1, ãäå k1 ≥ k + 2.

Ïðè âûïîëíåíèè (a, b, c.1, c.2) óñëîâèå (c.3) òàêæå íåîáõîäèìî äëÿ
àöèêëè÷íîñòè ãðàôà GK. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì â êîìïîíåíòå C1
ñâÿçíóþ öåïî÷êó Tk(d1) ∪ . . . ∪ Tk(dm) k-áàøåí, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè A1

è B1 (ñì. Ðèñóíîê 5 ñëåâà). Êàæäàÿ áàøíÿ Tk(dj) ñîäåðæèò â ñåáå îá-

ðàç bj =
B + dj + (0, k − 1)

n
òî÷êè B. Åñëè #(Tk(di) ∩ Tk(dj)) = 1, òî

di, dj ∈ {(1, k), (−1,−k), (−1, k − 1), (1, 1 − k)}, ïîýòîìó ìû ìîæåì ïî-
ñòðîèòü ëîìàíóþ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {A1, b1, . . . , bm, B1} ñî çâåíüÿìè,
êîíãðóýíòíûìè âåêòîðàì α = ( 1n ,

k
n), β = (− 1

n ,
k−1
n ),−α, è − β. Òîãäà

ñóùåñòâóþò öåëûå a, b òàêèå, ÷òî anα+ bnβ = (0, n), îòêóäà{
a = b

ak + b(k − 1) = n
⇒ 2ak − a = n ⇒ n

...(2k − 1)
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Àíàëîãè÷íî âûäåëèì â êîìïîíåíòå Ci ñâÿçíóþ öåïî÷êó Tk(d1) ∪ . . . ∪
Tk(dm) k-áàøåí, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè Ai è Bi+1, ñòðîèì ëîìàíóþ ñ ìíî-
æåñòâîì âåðøèí {Ai = (0, xi), b1, . . . , bm, Bi+1 = (1, xi+1)} ñî çâåíüÿìè,
êîíãðóýíòíûìè âåêòîðàì α, βn,−α, è −β. Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå a, b
òàêèå, ÷òî anα+ bnβ = (ti, n) ïðè ti = n(xi+1 − xi), îòêóäà{

a− b = ti

(ti + b)k + b(k − 1) = n
⇒ (2k − 1)b− tik = n ⇒

⇒ tik
...(2k − 1) ⇒ ti

...(2k − 1)

Ai

Bi

Aj

Bj+1

α

β

Ðèñ. 5. Ëîìàíûå, ñîåäèíÿþùèå ïàðû òî÷åê {A1, B1} è
{Aj , Bj+1} (ñëåâà) è äîïóñòèìûå âèäû ñîñåäñòâà áàøåí (ñïðàâà)

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî àíàëîãè÷íûx öåïî÷åê â ìîæíî âûäåëèòü ïî îäíîé
â êîìïîíåíòàõ Ci, i = 2, ...k − 1 è ïî äâå â êîìïîíåíòàõ C1, Ck (â òîì
÷èñëå öåïî÷êè ìåæäó òî÷êàìè A,B1 è ìåæäó Ak, B), ñïðàâåäëèâà îöåíêà
n ≥ (2k − 1)(k + 2).
Çíà÷èò åñëè âûïîëíÿþòñÿ (a, b, c.1, c.2), òî âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ

(c) âîçìîæíî òîëüêî ïðè (c.3).

2.5. Ïîëó÷åíèå ñàìîïîäîáíîãî k-ëåñà. Ðàññìîòðèì òåïåðü óâåëè-
÷åííóþ â N ðàç áàøíþ: Tk = n · Tk(0). Çàìåòèì, ÷òî òîãäà

Tk =
k−1⋃
i=0

(
K + (0, i)

)
.

Äëÿ K èç Ðèñóíêà 4 òàêàÿ áàøíÿ Tk ïîêàçàíà íà Ðèñóíêå 6 ñëåâà. Ïî-
ñêîëüêó K ñîñòîèò òîëüêî èç áàøåí {Tk(dj) = Tk(0) + dj/n : dj ∈ D̂},
òî è Tk ñîñòîèò èç îáðàçîâ áàøíè Tk(0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî
Tk ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì. Ãðàô G(K) ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé k-áàøåí
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Ðèñ. 6. Ñàìîïîäîáíûé äåíäðèò (ñëåâà), ÿâëÿþùèéñÿ àò-
òðàêòîðîì ñèñòåìû ãîìîòåòèé, ïåðåâîäÿùèõ ïðÿìîóãîëü-
íèê â ñèñòåìó ìàëåíüêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (â öåíòðå).
Ñïðàâà ïîêàçàí åãî äâóäîëüíûé ãðàô ïåðåñå÷åíèé.

â K àöèêëè÷åí, ïîýòîìó äâóäîëüíûé ãðàô Ĝ(Tk) ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé
îáðàçîâ k-áàøíè Tk(0) â Tk àöèêëè÷åí è ñâÿçåí (ïðèìåð òàêîãî ãðàôà
ïîêàçàí íà Ðèñóíêå 6 ñïðàâà). Òîãäà, ñîãëàñíî Òåîðåìå 1, òàêîå Tk �
ñàìîïîäîáíûé äåíäðèò. À ïîñêîëüêó

Tk =

k−1⋃
i=0

k⋃
j=1

(
Cj + (0, i)

)
,

òî âñå êîìïîíåíòû Ci ⊂ K ÿâëÿþòñÿ äåíäðèòàìè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôðàêòàëüíûé êâàäðàò K ñ k ñâÿçíûìè êîìïîíåí-

òàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (a, b, c), ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì k-
ëåñîì. Ïðè ýòîì òàêîé k-ëåñ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òîëüêî íà ôðàê-
òàëüíûõ êâàäðàòàõ ïîðÿäêà n ≥ (2k − 1) · k1, ãäå k1 ≥ k + 2. Òåì ñàìûì
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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