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Ïðåäñòàâëåíî À.Â. Ïÿòêèíûì

Abstract: In this paper, hereditary systems, matroids and coma-
troids are studied. We propose two new equivalent de�nitions:
a defenition of a hereditary system in terms of the upper rank
function and a de�nition of a comatroid in terms of the girth
function.

Keywords: hereditary system, matroid, comatroid, rank, girth.

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, A ⊆ 2U � íåïóñòîå ñå-
ìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåé àêñèîìå íàñëåä-
ñòâåííîñòè:

(A1) J ∈ A, I ⊆ J ⇒ I ∈ A.
Ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà A íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à ñàìî ñåìåéñòâî

A â ëèòåðàòóðå îáû÷íî íàçûâàþò ñèñòåìîé íåçàâèñèìîñòè èëè íàñëåä-
ñòâåííûì ñåìåéñòâîì [2]. ×åðåç B îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ áàç, ò. å.
ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà A.

Il'ev, V.P., Morshinin A.V., Characterization of hereditary systems and

comatroids in terms of rank and girth functions.
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Î÷åíü ìíîãèå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ìîãóò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max{f(X) : X ∈ B} èëè min{f(X) : X ∈ B}, (1)

ãäå f : 2U → R+ � ìîíîòîííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ, à
B � ñåìåéñòâî áàç íåêîòîðîé ñèñòåìû íåçàâèñèìîñòè íà ìíîæåñòâå U .
Çàäà÷è (1) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè òàêèõ èçâåñòíûõ çàäà÷ êîìáèíà-

òîðíîé îïòèìèçàöèè, êàê, íàïðèìåð, çàäà÷à îá îñòîâíîì äåðåâå ìàêñè-
ìàëüíîãî èëè ìèíèìàëüíîãî âåñà, ìàêñèìèçàöèîííàÿ è ìèíèìèçàöèîí-
íàÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå, çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå
âåðøèí â ãðàôå è ìíîãèå äðóãèå.
Â òî æå âðåìÿ èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-

çàöèè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ñëåäóþùèõ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷:

max{f(X) : X ∈ C} èëè min{f(X) : X ∈ C}, (2)

ãäå f : 2U → R+ � ìîíîòîííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ,
à C � ñåìåéñòâî öèêëîâ (ò. å. ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ)
íåïóñòîãî ñåìåéñòâà D ⊆ 2U ïîäìíîæåñòâ U , îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì
íàñëåäñòâåííîñòè �ââåðõ�:

(D1) I ∈ D, I ⊆ J ⇒ J ∈ D.
Ê íèì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà è åå

÷àñòíûé ñëó÷àé � çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì ïîêðûòèè â ãðàôå,
çàäà÷à îá îñòîâíîì k-ñâÿçíîì ïîäãðàôå ìèíèìàëüíîãî âåñà è äðóãèå.
Íåêîòîðûå çàäà÷è, òàêèå êàê óæå óïîìÿíóòûå çàäà÷è îá îñòîâíîì äåðåâå
è î p-ìåäèàíå, ìîãóò áûòü ñâåäåíû êàê ê ìîäåëè (1), òàê è ê ìîäåëè (2).
Ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà D îáû÷íî íàçûâàþò çàâèñèìûìè, ïîýòîìó ñå-

ìåéñòâî D áûëî áû åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñèñòåìîé çàâèñèìîñòè íà U .
Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî êàæäàÿ ñèñòåìà íåçàâèñèìîñòè A îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåò ñèñòåìó çàâèñèìîñòè D = 2U \ A, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó èõ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçëè÷íûå ñòîðîíû îäíîãî è òîãî æå óíèâåðñàëüíîãî
îáúåêòà, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìîé.
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íàñëåäñòâåí-

íîé ñèñòåìû â òåðìèíàõ âåðõíåãî ðàíãà, à òàêæå îïðåäåëåíèå êîìàòðîè-
äà � íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû, äîïîëíèòåëüíîé ê ìàòðîèäó � â òåðìèíàõ
ôóíêöèè îáõâàòà.

2 Íàñëåäñòâåííûå ñèñòåìû, ìàòðîèäû è êîìàòðîèäû

Îïðåäåëèì íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó S íà ìíîæåñòâå U êàê ðàçáèåíèå
ñåìåéñòâà 2U âñåõ ïîäìíîæåñòâ U íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåìåéñòâà
A è D, ãäå A � ñèñòåìà íåçàâèñèìîñòè, à D = 2U \A. Ñåìåéñòâà âñåõ áàç
è âñåõ öèêëîâ ñèñòåìû S áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç B è C, ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç ñåìåéñòâ A, B, C è D îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó S, ïîýòîìó áóäåì çàïèñûâàòü S = (U,A), S =
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(U,B), S = (U, C) èëè S = (U,D) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ñòîðîíà
íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû áóäåò íàñ èíòåðåñîâàòü.

Ñ êàæäîé íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìîé S = (U,A) òåñíî ñâÿçàíà äîïîë-
íèòåëüíàÿ ñèñòåìà èëè êîñèñòåìà S ′, ñåìåéñòâî çàâèñèìûõ ìíîæåñòâ
êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê D′ = {U \ A : A ∈ A}. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ñåìåéñòâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ, áàç è öèêëîâ ñèñòåìû S ′ ìîãóò
áûòü çàäàíû êàê A′ = {U \ D : D ∈ D}, B′ = {U \ C : C ∈ C},
C′ = {U \ B : B ∈ B}. ßñíî, ÷òî (S ′)′ = S, òàê ÷òî íàñëåäñòâåííûå ñè-
ñòåìû S è S ′ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî êîñèñòåìà è ñèñòåìà
çàâèñèìîñòè â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè îáúåêòàìè.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîïîëíèòåëüíûõ ñèñòåì ðàññìîòðèì íàñëåäñòâåí-

íóþ ñèñòåìó ãðàôà è äîïîëíèòåëüíóþ ê íåé. Åñëè G = (V,E) � îáûê-
íîâåííûé ãðàô, òî íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìîé ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü
íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó SG = (V,AG), ãäå AG � ñåìåéñòâî âñåõ íåçàâè-
ñèìûõ ìíîæåñòâ âåðøèí ãðàôà G (ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ
íåçàâèñèìûì, åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû â íåì íåñìåæíû). Öèêëû ýòîé
ñèñòåìû âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ãðàôà G. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî äîïîëíåíèÿìè íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôå ÿâëÿþòñÿ
âåðøèííûå ïîêðûòèÿ. Ïîýòîìó ñåìåéñòâî D′

G = {V \ A : A ∈ AG} âñåõ
âåðøèííûõ ïîêðûòèé â ãðàôå G áóäåò ñåìåéñòâîì çàâèñèìûõ ìíîæåñòâ
äîïîëíèòåëüíîé íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû S ′

G = (V,D′
G).

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
ïîíÿòèå ìàòðîèäà, ââåäåííîå â 1935 ã. Óèòíè [7].
Ìàòðîèä íà ìíîæåñòâå U ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê íàñëåäñòâåííàÿ

ñèñòåìà M = (U,A), â êîòîðîé âñå áàçû ëþáîãî ìíîæåñòâà W ⊆ U
èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü (áàçîé ìíîæåñòâà W íàçûâàåòñÿ ëþáîå
åãî ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî).
Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ p-îäíîðîäíûé ìàòðîèä Mp = (U,Ap), ãäå Ap =

{A ⊆ U : |A| ⩽ p}, p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p < |U |.
Ðàíãîì r(X) ìíîæåñòâà X ⊆ U â ìàòðîèäå M = (U,A) íàçûâàåòñÿ

ìîùíîñòü ëþáîé áàçû ìíîæåñòâà X. Äðóãèìè ñëîâàìè

r(X) = max{|A| : A ⊆ X,A ∈ A} (3)

Õîðîøî èçâåñòíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìàòðîèäà â òåðìèíàõ
ðàíãà. Åãî ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèâåäåííîìó ðàíåå îïðåäåëåíèþ ìàòðîè-
äà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé èçâåñòíîé òåîðåìû [7].

Òåîðåìà 1. 1) Ïóñòü M = (U,A) � ìàòðîèä. Òîãäà ôóíêöèÿ ðàíãà (3)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: äëÿ âñåõ X,Y ⊆ U

(r1) 0 ⩽ r(X) ⩽ |X|,
(r2) X ⊆ Y ⇒ r(X) ⩽ r(Y ),
(r3) r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ) ⩽ r(X) + r(Y ),

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

A = {A ⊆ U : r(A) = |A|}. (4)
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2) È íàîáîðîò, ïóñòü U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, r : 2U →
Z+ � ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (r1)�(r3). Òîãäà
M = (U,A) � ìàòðîèä, ãäå ñåìåéñòâî A ⊆ 2U îïðåäåëåíî ïî ïðàâèëó
(4) è äëÿ âñåõ X ⊆ U èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3).

Íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó, äîïîëíèòåëüíóþ ê ìàòðîèäó, áóäåì íàçû-
âàòü êîìàòðîèäîì. Êîìàòðîèäû ïîä èìåíåì âåðõíèõ ìàòðîèäîâ ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü Êîâàëåâûì [4].
Ïðèìåðîì êîìàòðîèäà ìîæåò ñëóæèòü p-îäíîðîäíûé êîìàòðîèä

Kp = (U,Dp), ãäå Dp = {D ⊆ U : |D| ⩾ p}, p � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, p < |U |. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò êîìàòðîèä äîïîëíèòåëåí ê
(n−p)-îäíîðîäíîìó ìàòðîèäóMn−p, ãäå n = |U |. Äðóãîé ïðèìåð � êîìà-
òðîèä K = (E,D), ãäå D � ñåìåéñòâî âñåõ ñâÿçíûõ îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ
ñâÿçíîãî ãðàôà G = (V,E), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ìíîæåñòâà ðåáåð. Öèê-
ëàìè ýòîãî êîìàòðîèäà ÿâëÿþòñÿ îñòîâíûå äåðåâüÿ ãðàôà G, à áàçàìè
äîïîëíèòåëüíîãî ìàòðîèäà � ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà
ðåáåð, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðûõ îñòàâøèéñÿ ãðàô ñâÿçåí.
Êàê è ìàòðîèäû, êîìàòðîèäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óíèâåðñàëüíûå

êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû, îáëàäàþùèå ìíîãèìè ÷åðòàìè, ñõîäíûìè ñ ìàò-
ðîèäàìè. Ïîäîáíî ìàòðîèäàì, îíè äîïóñêàþò äîâîëüíî ìíîãî ðàçëè÷-
íûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé.
Íàñëåäñòâåííûå ñèñòåìû è èõ ÷àñòíûå ñëó÷àè � ìàòðîèäû è êîìà-

òðîèäû � åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìà-
òåìàòèêè, òàêèõ êàê ëèíåéíàÿ àëãåáðà, òåîðèÿ ãðàôîâ, òåîðèÿ òðàíñâåð-
ñàëåé (ñì. [5, 6]) è äðóãèõ ðàçäåëàõ êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà, íàïðèìåð,
ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ êîìáèíàòîðíûõ ãåîìåòðèé [1].

3 Ðàíãîâûå ôóíêöèè íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû

Ïî àíàëîãèè ñ ðàíãîì ìàòðîèäà, îïðåäåëèì 2 ðàíãîâûå ôóíêöèè íà-
ñëåäñòâåííîé ñèñòåìû S = (U,A) äëÿ âñåõ X ⊆ U :

rl(X) = min{|A| : A− áàçà ìíîæåñòâàX},
ru(X) = max{|A| : A− áàçà ìíîæåñòâàX}.

×èñëî rl(X) íàçûâàåòñÿ íèæíèì ðàíãîì ìíîæåñòâà X, à ÷èñëî ru(X)
íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ðàíãîì ìíîæåñòâà X. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ru(X) = max{|A| : A ⊆ X,A ∈ A}. (5)

Çàìåòèì, ÷òî â ìàòðîèäå rl(X) = ru(X) = r(X) äëÿ ëþáîãî X ⊆ U , à â
íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìå, îòëè÷íîé îò ìàòðîèäà � íåò.

Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèè ìíîæåñòâ rl, ru : 2U → Z+ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì: äëÿ âñåõ X,Y ⊆ U

(r′1) 0 ⩽ rl(X) ⩽ ru(X) ⩽ |X|,
(r′2) X ⊆ Y ⇒ rl(X) ⩽ rl(Y ), ru(X) ⩽ ru(Y ).
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Çàìå÷àíèå 2. Åñëè S = (U,A) � íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà, òî

A ∈ A ⇔ rl(A) = ru(A) = |A|.
Ïîýòîìó

A = {A ⊆ U : ru(A) = |A|}. (6)

Ìû ïðåäëàãàåì íîâîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íàñëåäñòâåííîé ñè-
ñòåìû â òåðìèíàõ ôóíêöèè ru. Åãî ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèþ â òåð-
ìèíàõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 2. 1) Ïóñòü S = (U,A) � íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà. Òîãäà
ôóíêöèÿ âåðõíåãî ðàíãà (5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: äëÿ âñåõ X,Y ⊆ U

(ru1) 0 ⩽ ru(X) ⩽ |X|,
(ru2) X ⊆ Y ⇒ ru(X) ⩽ ru(Y ),
(ru3) ru(X ∪ Y ) ⩽ ru(X) + ru(Y ),
(ru4) ru(X) = max{|A| : A ⊆ X, ru(A) = |A|},

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (6).
2) È íàîáîðîò, ïóñòü U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ru : 2U →

Z+ � ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (ru1)�(ru4). Òî-
ãäà S = (U,A) � íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà, ãäå ñåìåéñòâî A ⊆ 2U îïðå-
äåëåíî ïî ïðàâèëó (6) è äëÿ âñåõ X ⊆ U èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Óñëîâèÿ (ru1) è (ru2) âåðíû ïî îïðåäåëåíèþ âåðõ-
íåé ðàíãîâîé ôóíêöèè.
Äîêàæåì óñëîâèå (ru3). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå X è Y � ïîäìíî-

æåñòâà U . Ïóñòü J � íàèáîëüøàÿ áàçà ìíîæåñòâà X ∪ Y òàêàÿ, ÷òî
ru(X ∪ Y ) = |J |. Ïðåäñòàâèì J â âèäå J = JX ∪ JX∩Y ∪ JY , ãäå JX ⊆ X,
JY ⊆ Y , JX∩Y ⊆ X ∩ Y , ïðè÷åì âñå 3 ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïî-
ñêîëüêó JX∪JX∩Y ⊆ X è JY ⊆ Y , òî ru(X) ⩾ |JX∪JX∩Y | è ru(Y ) ⩾ |JY |.
Òîãäà ru(X) + ru(Y ) ⩾ |JX ∪ JX∩Y |+ |JY | = |J | = ru(X ∪ Y ).
Äîêàæåì óñëîâèå (ru4). Â ñèëó ðàâåíñòâà (5) è çàìå÷àíèÿ 2

ru(X) = max{|A| : A ⊆ X,A ∈ A} = max{|A| : A ⊆ X, ru(A) = |A|}.
Ðàâåíñòâî (6) ýòî çàìå÷àíèå 2.
2) Ïóñòü ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ ru : 2U → Z+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(ru1)�(ru4). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî A, îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó (6). Çà-
ìåòèì, ÷òî èç (ru1) ñëåäóåò, ÷òî ru(∅) = 0, à çíà÷èò ýòî ñåìåéñòâî íå
ïóñòî. Äîêàæåì, ÷òî A îáëàäàåò ñâîéñòâîì (A1).
Ïóñòü J ∈ A, ò.å. ru(J) = |J |. Ïóñòü I ⊆ J . Äîêàæåì, ÷òî ru(I) = |I|.

Â ñèëó (ru3): ru(I) + ru(J \ I) ⩾ ru(I ∪ (J \ I)) = ru(J) = |J |. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè ru(I) < |I|, òî ïî óñëîâèþ (ru1): ru(I) + ru(J \ I) < |I| +
|J \ I| = |J |. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ñåìåéñòâî A
îáëàäàåò ñâîéñòâîì (A1).
Îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî (5). Èç ñâîéñòâà (ru4) ñëåäóåò, ÷òî ru(X)

ðàâíÿåòñÿ ìîùíîñòè íàèáîëüøåãî A ⊆ X òàêîãî, ÷òî ru(A) = A. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ru(X) ðàâíÿåòñÿ ìîùíîñòè íàèáîëüøåãî A ⊆ X òàêîãî, ÷òî
A ∈ A. Ýòî è åñòü ðàâåíñòâî (5).



ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈß ÍÀÑËÅÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 697

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. □

Çàìå÷àíèå 3. Ñâîéñòâî (ru4) íå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì. Íåñëîæíî
ïîñòðîèòü ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (ru1)�(ru3),
íî ïðè ýòîì íå âûïîëíÿåòñÿ (5). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòà ôóíêöèÿ íå
îïðåäåëÿåò íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó. Òàêèì ïðèìåðîì äëÿ ìíîæåñòâà
U = {1, 2, 3} ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

ru(∅) = 0,

ru({1}) = ru({2}) = ru({3}) = 1,

ru({1, 2}) = ru({1, 3}) = ru({2, 3}) = 1,

ru({1, 2, 3}) = 2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñâîéñòâà (ru1)�(ru3) âûïîëíåíû, îäíàêî ru(U) = 2,
â òî âðåìÿ êàê ìîùíîñòü ëþáîãî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-
ñòâà U íå ïðåâîñõîäèò 1.

4 Ôóíêöèÿ îáõâàòà êîìàòðîèäà

Ïîìèìî îïðåäåëåíèÿ êîìàòðîèäà êàê äîïîëíèòåëüíîé ê ìàòðîèäó íà-
ñëåäñòâåííîé ñèñòåìû, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü åãî êàê íàñëåäñòâåííóþ
ñèñòåìó K = (U,D), â êîòîðîé âñå öèêëû ëþáîãî ìíîæåñòâà W ⊆ U
èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü (öèêëîì ìíîæåñòâà W íàçûâàåòñÿ ëþ-
áîå åãî ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìîå íàäìíîæåñòâî).
Òàêæå èçâåñòíî [3], ÷òî íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà K = (U,D) ÿâëÿåòñÿ

êîìàòðîèäîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñåìåéñòâî åå çàâèñèìûõ ìíî-
æåñòâ ïîìèìî ñâîéñòâà (D1) îáëàäàåò òàêæå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

(D2) I, J ∈ D, |J | = |I|+ 1 ⇒ ∃d ∈ J \ I : J \ {d} ∈ D.
Îáõâàòîì g(X) ìíîæåñòâà X ⊆ U â êîìàòðîèäå K = (U,D) íàçûâà-

åòñÿ ìîùíîñòü ëþáîãî öèêëà ìíîæåñòâà X. Äðóãèìè ñëîâàìè

g(X) = min{|D| : X ⊆ D,D ∈ D}. (7)

Ðîëü ôóíêöèè g(X) àíàëîãè÷íà ðîëè ôóíêöèè r(X) â ìàòðîèäå. Òåðìèí
îáõâàò âçÿò èç òåîðèè ãðàôîâ, ãäå îáõâàòîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ äëèíà
êðàò÷àéøåãî ïðîñòîãî öèêëà.
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî D íåïóñòî, èíà÷å íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà

K = (U,D) � ýòî ìàòðîèä. Åñëè D íåïóñòî, òî U ∈ D è g(U) = |U |.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè K = (U,D) � êîìàòðîèä, òî ñåìåéñòâî åãî çàâè-
ñèìûõ ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

D = {D ⊆ U : g(D) = |D|}. (8)

Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî âåðíî è äëÿ ëþáîé êîñèñòåìû. Ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà äàåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå êîìàòðîèäà â òåðìèíàõ îáõâàòà.

Òåîðåìà 3. 1) Ïóñòü K = (U,D) � êîìàòðîèä. Òîãäà ôóíêöèÿ îáõâàòà
(7) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: äëÿ âñåõ X,Y ⊆ U
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(g1) g(X) ⩾ |X| ⩾ 0,
(g2) X ⊆ Y ⇒ g(X) ⩽ g(Y ),
(g3) g(X ∪ Y ) + g(X ∩ Y ) ⩾ g(X) + g(Y ),

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (8).
2) È íàîáîðîò, ïóñòü g : 2U → Z+ � ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì (g1)�(g3). Òîãäà K = (U,D) � êîìàòðîèä, ãäå ñåìåé-
ñòâî D ⊆ 2U îïðåäåëåíî ïî ïðàâèëó (8) è äëÿ âñåõ X ⊆ U èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî (7).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Óñëîâèÿ (g1) è (g2) âåðíû ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè
îáõâàòà.
Äîêàæåì ñâîéñòâî (g3). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûåX è Y � ïîäìíîæå-

ñòâà U . Ïóñòü J = {j1, . . . , jk} ∈ D � íåêîòîðûé öèêë ìíîæåñòâà X ∪ Y .
Óäàëåíèåì ýëåìåíòîâ èç J ïîëó÷àåì ñíà÷àëà öèêë ìíîæåñòâà X: J1 =
{j1, . . . , jk−t}, à çàòåì öèêë ìíîæåñòâàX∩Y : J2 = {j1, . . . , jk−t−m} (çäåñü
ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì (D2)). Èìååì k = g(X ∪Y ), k− t = g(X),
k − t − m = g(X ∩ Y ). Ïîñêîëüêó {j1, . . . , jk−t−m, jk−t+1, . . . , jk} � çàâè-
ñèìîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå Y è ñîñòîÿùåå èç k − t − m + t = k − m
ýëåìåíòîâ, òî k −m ⩾ g(Y ). Ñëåäîâàòåëüíî,

g(X ∪ Y ) + g(X ∩ Y ) = k + (k − t−m) =

(k − t) + (k −m) ⩾ g(X) + g(Y ).

Ðàâåíñòâî (8) ýòî çàìå÷àíèå 4.
2) Ïóñòü ôóíêöèÿ g : 2U → Z+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (g1)�(g3).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî D, îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó (8). Äîêàæåì, ÷òî
ýòî ñåìåéñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (D1) è (D2).
Ïðîâåðèì ñâîéñòâî (D1). Ïóñòü I ∈ D, J ⊇ I. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-

íîå, ò.å. g(J) > |J |. Òîãäà ïî ñâîéñòâó (g3): g(U \ (J \ I))+ g(J) ⩽ g(U)+
g(I) = |I|+ |U |. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñâîéñòâó (g1): g(U \(J \I))+g(J) >
|U \ (J \ I)| + |J | = |U \ J | + |I| + |J | = |U | + |I|. Çíà÷èò g(J) = |J |, ò.å.
J ∈ D.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà (D2), äîêàæåì âñïî-

ìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü I ⊂ J ⊆ U , g(J) = |J | è J \ I = {p1, . . . , pt}. Åñëè g(J \ {ps}) =

g(J) äëÿ âñåõ s = 1, . . . , t, òî g(I) = |J |.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(J \ {p1, . . . , ps}) = |J | äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ {1, . . . ,

t− 1}. Çàìåòèì, ÷òî (J \ {p1, . . . , ps})∩ (J \ {ps+1}) = J \ {p1, . . . , ps+1}, à
òàêæå (J \ {p1, . . . , ps})∪ (J \ {ps+1}) = J . Òîãäà ïî ñâîéñòâàì (g2) è (g3)

|J | = g(J) ⩾ g(J \ {p1, . . . , ps+1}) ⩾
g(J \ {p1, . . . , ps}) + g(J \ {ps+1})− g(J) = |J |+ |J | − |J | = |J |.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(J \ {p1, . . . , ps+1}) = |J |. Èç äîêàçàííîãî, î÷åâèäíî,
âûòåêàåò ðàâåíñòâî g(I) = |J |.
Ïðîâåðèì ñâîéñòâî (D2). Ïóñòü I, J ∈ D, |I| = k, |J | = k+1. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî J \{ps} /∈ D äëÿ âñåõ s ∈ {1, . . . , t}. Ñ ó÷åòîì âñïîìîãàòåëüíîãî
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óòâåðæäåíèÿ g(J ∩ I) = g(J \ (J \ I)) = |J | = k + 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
â ñèëó (g2): g(J ∩ I) ⩽ g(I) = k. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò,
÷òî ñåìåéñòâî D îáëàäàåò ñâîéñòâîì (D2).
Îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî (7). Åñëè X ⊆ U � çàâèñèìîå ìíîæåñòâî,

ò.å. X ∈ D, òî ðàâåíñòâî (7) î÷åâèäíî. Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ
íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ X ⊂ U , ò.å. äëÿ âñåõ X /∈ D.
Ïóñòü X ⊂ U ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, g(X) > |X|.

Ïóñòü D ⊆ U � íàèìåíüøåå çàâèñèìîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî X ⊂ D.
Ïîêàæåì, ÷òî g(X) = |D|. Çàìåòèì, ÷òî g(D) = |D|.
Ïóñòü D \ X = {p1, . . . , pt}. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè D äëÿ âñåõ s ∈

{1, . . . , t} ìíîæåñòâî D \ {ps} � íåçàâèñèìîå, ò.å. g(D \ {ps}) > |D \ {ps}|.
Òîãäà

|D| = g(D) ⩾ g(D \ {ps}) > |D \ {ps}| = |D| − 1,

ò.å. g(D \ {ps}) = |D| äëÿ âñåõ s ∈ {1, . . . , t}. Â ñèëó äîêàçàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ g(X) = |D|.
Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

□

5 Çàêëþ÷åíèå

Öåëü íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â èçó÷åíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ
óíèâåðñàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ � íàñëåäñòâåííûõ ñèñòåì è èõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ êîìàòðîèäîâ � íàñëåäñòâåííûõ ñèñòåì, äîïîëíèòåëü-
íûõ ê ìàòðîèäàì. Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, ñåìåéñòâà íåçàâè-
ñèìûõ è çàâèñèìûõ ìíîæåñòâ íàñëåäñòâåííûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ìíîæå-
ñòâàìè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ NP-òðóäíû. Èçó÷åííûå ñâîé-
ñòâà íàñëåäñòâåííûõ ñèñòåì ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè ðàçðàáîòêå
àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.
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