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Ïðåäñòàâëåíî Â.Â. Ïðæèÿëêîâñêèì

Abstract: In the present paper, we study various representations
of the virtual braid group V Bn, the singular braid monoid SMn,
and the singular braid group SBn. We construct a representation
of the virtual braid group into the group of automorphisms of the
quandle. We prove that this representation generalizes some well-
known representations. Using this representation, we construct an
invariant of virtual links.

Also we investigate representations of the singular braid monoid
SMn and the singular braid group SBn by endomorphisms and
automorphisms of a free module and a free group. In particular,
we �nd all linear local homogeneous representations of the singular
braid monoid that extend the Burau representation of the braid
group and �nd conditions under which these representations can
be extended to the group SBn. We prove that the constructed
linear representation is reducible and an irreducible representation
is obtained that extends the reduced Burau representation.
Keywords: virtual braid group, singular braid group, Burau repre-
sentation, knot, link, quandle.
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1 Ââåäåíèå

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà òåîðèè óçëîâ � êëàññèôèêàöèÿ óçëîâ ñ òî÷íîñòüþ
äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëþ÷åâóþ ðîëü â åå ðåøåíèè èãðàþò èíâàðèàíòû
óçëîâ � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå óçëîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíûõ óçëîâ. Â 1923 ãîäó
Àëåêñàíäåð äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàöåïëåíèÿ ñóùåñòâóåò êîñà, çàìû-
êàíèå êîòîðîé ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó çàöåïëåíèþ. Áîëåå òîãî, òåîðåìà
Ìàðêîâà ñâîäèò ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè óçëîâ ê ðÿäó àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ãðóïïàìè êîñ.
Îäíî èç îáîáùåíèé òåîðèè óçëîâ � òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, áûëà

ââåäåíà Ë. Õ. Êàóôìàíîì [1] â êîíöå 1990-õ. Ñ òåîðèåé âèðòóàëüíûõ óç-
ëîâ ñâÿçàíû íåêîòîðûå åå ôàêòîð-òåîðèè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëå-
íèåì íåêîòîðûõ àíàëîãîâ ïðåîáðàçîâàíèé Ðåéäåìåéñòåðà. Íà ýòîì ïóòè
âîçíèêàåò òåîðèÿ ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, òåîðèÿ óçëîâ ñî ñïàéêà-
ìè, òåîðèÿ Ãàóññîâûõ óçëîâ è ðÿä äðóãèõ. Ïðè ýòîì, â îñíîâå ýòèõ òåîðèé
ëåæàò ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëîãè ãðóïï êîñ.
Ïðè èçó÷åíèè ãðóïï êîñ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Èñ-

ïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà ãðóïïû êîñ àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíîé
ãðóïïû, ìîæíî íàéòè ãðóïïó ñîîòâåòñòâóþùåãî çàöåïëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ
ïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ãðóïïû êîñ, ìîæíî íàéòè ïîëèíîì
Àëåêñàíäåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà.
Áîëåå ñèëüíûì èíâàðèàíòîì, ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïîé óçëà, ÿâëÿåò-

ñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë óçëà. Êâàíäëû áûëè ââåäåíû íåçàâèñèìî
Ä. Äæîéñîì [2] è Ñ. Â. Ìàòâååâûì [3]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò Äæîéñà-
Ìàòâååâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë õàðàêòåðèçóåò
óçåë ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè óçëà è îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.
Ò. Èòî [5] îïðåäåëèë êâàíäë ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì (Q,h), ãäå Q �

êâàíäë, h ∈ Q. Âûäåëåííûé ýëåìåíò h èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî è áàçèñ-
íàÿ òî÷êà â îïðåäåëåíèè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ
êâàíäëîâ ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò-
ñÿ ìîðôèçìû è ñòðîèòñÿ êàòåãîðèÿ êâàíäëîâ ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì.
Ò. Èòî äëÿ êàæäîé êîñû β ïîñòðîèë ôóíêòîð Iβ : QP −→ Q èç êàòåãî-
ðèè êâàíäëîâ ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì â êàòåãîðèþ êâàíäëîâ è äîêàçàë,
÷òî ýòîò ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ çà-
ìûêàíèåì êîñû β.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàò Ò. Èòî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé âèðòó-

àëüíûõ çàöåïëåíèé. Ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ
V Bn àâòîìîðôèçìàìè íåêîòîðîãî êâàíäëà, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
ôóíêòîð V Iβ : QP −→ Q, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèðòóàëüíîãî
çàöåïëåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ çàìûêàíèåì âèðòóàëüíîé êîñû β.
Ñèíãóëÿðíûå óçëû áûëè îïðåäåëåíû Â. Âàñèëüåâûì äëÿ èçó÷åíèÿ èí-

âàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà-Ãóñàðîâà) êëàñ-
ñè÷åñêèõ óçëîâ. Ïîíÿòèå ìîíîèäà ñèíãóëÿðíûõ êîñ SMn áûëî ââåäåíî
íåçàâèñèìî Äæ. Áàýñîì [6] è Äæ. Áèðìàí [7]. Î. Äàøáàõ è Á. Ãåìåéí
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[8, 9] èçó÷àëè ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîèäà ñèíãóëÿðíûõ êîñ ýíäîìîðôèçìà-
ìè ñâîáîäíîé ãðóïïû. Ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ êðàøåíûõ êîñ èçó÷àëèñü â
ðàáîòàõ [10, 11, 12, 13]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò ïîñòðîåíû ëèíåéíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðåäñòàâëåíèå àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn

ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ êîñ SBn, ïðîäîëæàþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
êîñ Bn.
Òàêæå Î. Äàøáàõ è Á. Ãåìåéí [8, 9] ïîñòðîèëè ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

ìîíîèäà ñèíãóëÿðíûõ êîñ SMn è äîêàçàëè, ÷òî ïðè n = 3 ýòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå òî÷íî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò íàéäåíû âñå ëèíåéíûå ëîêàëüíûå
îäíîðîäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîèäà SMn ïðîäîëæàþùèå ïðåäñòàâëåíèå
Áóðàó ãðóïïû êîñ. Ñðåäè íèõ áóäóò âûáðàíû ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðîäîëæà-
þùèåñÿ íà ãðóïïó ñèíãóëÿðíûõ êîñ SBn.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ãðóïïû êîñ ïðèâîäèìî è

ïî íåìó ìîæíî ïîñòðîèòü òàê íàçûâàåìîå ïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå,
èìåþùåå ðàçìåðíîñòü íà åäèíèöó ìåíüøå è ÿâëÿþùååñÿ íåïðèâîäèìûì.
Èìåííî îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà Àëåêñàíäåðà êëàñ-
ñè÷åñêîãî óçëà. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ïðèâîäèìîñòè ïî-
ñòðîåííûõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ êîñ. Äîêàçà-
íî, ÷òî ïîñòðîåííûå ïðîäîëæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ
êîñ ïðèâîäèìû è íàéäåíû íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðîäîëæàþùèå
ïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó. Ïðè ýòîì ïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå
óæå íå ÿâëÿåòñÿ íè ëîêàëüíûì, íè îäíîðîäíûì.
Äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå ðàáîòû.
Â ïàðàãðàôå 1 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ ïî äàí-

íîé òåìàòèêå. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíî öåëîå ñåìåéñòâî ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ â ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ðàçëè÷íûõ
êâàíäëîâ. Â òåîðåìå 2.1 ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ
êîñ. Âîïðîñ î òî÷íîñòè ïîñòðîåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èññëåäîâàí â ïðåä-
ëîæåíèè 2.1. Â ïàðàãðàôå 3 ïîñòðîåíû èíâàðèàíòû âèðòóàëüíûõ óç-
ëîâ è çàöåïëåíèé (ñì. òåîðåìó 3.1). Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí
ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòà ïî äèàãðàììå âèðòóàëüíîãî óçëà. Â
ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå íàéäåíû ëèíåéíûå ëîêàëüíûå îäíîðîäíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ êîñ SBn, ïðîäîëæàþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ
Áóðàó. Â òåîðåìå 6.2 èññëåäîâàíà ïðèâîäèìîñòü ïîñòðîåííûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè óçëîâ.
Óçåë K � ýòî îáðàç ãëàäêîãî âëîæåíèÿ îêðóæíîñòè S1 â ïðîñòðàí-

ñòâî R3. n-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå � ýòî íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå n óç-
ëîâ K1 ⊔ K2 ⊔ . . . ⊔ Kn. Äâà óçëà (çàöåïëåíèÿ) L è L′ íàçûâàþò ýêâè-
âàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì
ïðîñòðàíñòâà R3 â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé L â L′.
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Äèàãðàììîé óçëà (çàöåïëåíèÿ) íàçûâàþò ðåãóëÿðíóþ ïðîåêöèþ óçëà
(çàöåïëåíèÿ) íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü ñ óêàçàííûìè ïðîõîäàìè è ïåðå-
õîäàìè. Äâèæåíèÿìè Ðåéäåìåéñòåðà íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ. Ñóùåñòâóþò òðè òèïà äâèæåíèé Ðåéäå-
ìåéñòåðà (ñì. ðèñ 1, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíû äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà
ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè çàöåïëåíèÿ è ñìåíû ïðîõîäà è ïåðåõîäà).

Ðèñ. 1. Äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà.

Âåðíà òåîðåìà Ðåéäåìåéñòåðà.

Òåîðåìà 1. (Ðåéäåìåéñòåð). Çàöåïëåíèå L ýêâèâàëåíòíî çàöåïëåíèþ
L′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ L ìîæíî ïðåîá-
ðàçîâàòü â äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ L′ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà è ïëîñêîé èçîòîïèè.

Äëÿ èçó÷åíèÿ óçëîâ Ý. Àðòèíîì [14] áûëè ââåäåíû êîñû. Ãðóïïà êîñ
Bn, n ≥ 2 íà n íèòÿõ çàäàåòñÿ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−1

(ñì. ðèñ 2). è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

σi σi+1 σi = σi+1 σi σi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2,

σi σj = σj σi, |i− j| ≥ 2.

Ðèñ. 2. Ïîðîæäàþùèé σi è îáðàòíûé ê íåìó ýëåìåíò.
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Êîñîé íàçûâàþò ýëåìåíò ãðóïïû êîñ. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ãðóï-
ïû Bn íà ãðóïïó ïîäñòàíîâîê Sn, ïåðåâîäÿùèé ïîðîæäàþùèé σi â òðàíñ-
ïîçèöèþ (i, i+1), i = 1, 2, . . . , n−1. ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé êðàøåíûõ êîñ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Pn. Ãðóïïà êðàøåíûõ
êîñ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé èíäåêñà n! ãðóïïû êîñ. Ãðóïïà Pn

ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè aij , 1 ≤ i < j ≤ n, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ïîðîæäàþùèå ãðóïïû êîñ Bn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ai,i+1 = σ2i ,

aij = σj−1 σj−2 . . . σi+1 σ
2
i σ

−1
i+1 . . . σ

−1
j−2 σ

−1
j−1, i+ 1 < j ≤ n.

Èçâåñòíî [15], ÷òî ãðóïïà Pn ðàçëàãàåòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ñâîáîäíûõ ãðóïï:

Pn = Un ⋊ (Un−1 ⋊ (. . .⋊ (U3 ⋊ U2)) . . .), Ui ≃ Fi−1, i = 2, 3, . . . , n.

Ãðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1,

ãäå σ1, σ2, . . . , σn−1 ïîðîæäàþò ãðóïïó êîñ Bn, à ýëåìåíòû ρ1, ρ2, . . . ,
ρn−1 ïîðîæäàþò ãðóïïó ïîäñòàíîâîê Sn, ò.å. V Bn îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè ãðóïïû Bn, ñîîòíîøåíèÿìè ãðóïïû Sn è ñëåäóþùèìè ñìåøàí-
íûìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiρj = ρjσi, |i− j| > 1,

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1.

Äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ) � ýòî ïëîñêèé ÷åòûð¼õ-
âàëåíòíûé ãðàô, êàæäûé ïåðåêðåñòîê êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëèáî êëàññè-
÷åñêèì, ëèáî âèðòóàëüíûì. Âèðòóàëüíûìè äâèæåíèÿìè Ðåéäåìåéñòåðà
íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî óçëà
(çàöåïëåíèÿ). Ñóùåñòâóþò òðè òèïà âèðòóàëüíûõ äâèæåíèé è îäíî ñìå-
øàííîå (ñì. ðèñóíîê 3).

Ðèñ. 3. Âèðòóàëüíûå äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà.
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Äâå äèàãðàììû âèðòóàëüíûõ óçëîâ (çàöåïëåíèé) íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãóþ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì êëàññè÷åñêèõ, âèðòóàëüíûõ, ñìåøàííûõ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà è
ïëîñêîé èçîòîïèåé.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êâàíäëà (ñì. [2], [3]).
Êâàíäëîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî Q ñ îäíîé áèíàðíîé îïåðà-

öèåé ∗, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:
(Q1) q ∗ q = q äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ q ∈ Q;
(Q2) äëÿ ëþáûõ q, r ∈ Q, óðàâíåíèå x ∗ q = r èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x ∈ Q;
(Q3) äëÿ ëþáûõ q, r, h ∈ Q èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (q ∗ r) ∗ h = (q ∗ h) ∗

(r ∗ h).
Êâàíäëîì ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (Q,h), ãäå Q �

êâàíäë è h ∈ Q.
Äëÿ êâàíäëîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ãîìîìîð-

ôèçìà è èçîìîðôèçìà. Ãîìîìîðôèçìîì φ êâàíäëîâ (Q, ∗Q) è (R, ∗R)
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ : Q −→ R ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ, ò. å.

φ(a ∗Q b) = φ(a) ∗R φ(b), a, b ∈ Q.

Èçîìîðôèçìîì φ êâàíäëîâ (Q, ∗Q) è (R, ∗R) íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûé ãîìîìîðôèçì φ.
Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå ãîìîìîðôèçìà è èçîìîðôèçìà êâàíäëîâ íà

êâàíäëû ñ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè. Ãîìîìîðôèçìîì φ êâàíäëîâ (Q,h)
è (R, r) ñ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèì êâàíäëîâ
(Q, ∗Q) è (R, ∗R), ïåðåâîäÿùèé âûäåëåííûé ýëåìåíò h â âûäåëåííûé
ýëåìåíò r: φ(h) = r. Èçîìîðôèçìîì φ êâàíäëîâ (Q, h) è (R, r) ñ âû-
äåëåííûìè ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûé ãîìîìîðôèçì
êâàíäëîâ ñ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè.
Ìîíîèä Áàåñà�Áèðìàí (ñì. [6, 7]) èëè, êàê åãî åù¼ íàçûâàþò, ñèíãó-

ëÿðíûé ìîíîèä SMn çàäàåòñÿ ïîðîæäàþùèìè σi, σ
−1
i , τi, i = 1, 2, . . . , n−

1 è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

τi τj = τj τi, |i− j| ≥ 2,

τi σj = σj τi, |i− j| ≥ 2,

τi σi = σi τi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

σi σi+1 τi = τi+1 σi σi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2,

σi+1 σi τi+1 = τi σi+1 σi, i = 1, 2, . . . , n− 2.

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû σi, σ
−1
i (ñì. ðèñ 2) ïîðîæäàþò ãðóïïó êîñ Bn.

Ð. Ôåíí Ý. Êåéìàí è Ê. Ðóðêè äîêàçàëè [17], ÷òî ìîíîèä Áàåñà-
Áèðìàí âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó, êîòîðóþ îíè íàçâàëè ãðóïïîé ñèíãó-
ëÿðíûõ êîñ: SMn −→ SBn. Ñ êàæäûì ïîðîæäàþùèì τi ìîæíî ñâÿçàòü
ñèíãóëÿðíóþ n-íèòåâóþ êîñó â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 4.
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Ðèñ. 4. Ïîðîæäàþùèé τi.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôàêòû î ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðóïïû êîñ
Bn. Ýìèëü Àðòèí ïîñòðîèë ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Bn â ãðóïïó àâòîìîð-
ôèçìîâ Aut(Fn) ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn = ⟨x1, x2, . . . , xn⟩, ãäå ïîðîæäàþ-
ùèé σi çàäàåò àâòîìîðôèçì:

σi :

 xi 7−→ xi xi+1 x
−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xl 7−→ xl, l ̸= i, i+ 1,

ãäå i = 1, 2, . . . , n − 1. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
Àðòèíà. Îíî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëåìó ðàâåíñòâà
ñëîâ â ãðóïïå êîñ. Â [14] óñòàíîâëåíî, ÷òî àâòîìîðôèçì β èç Aut(Fn)
ïðèíàäëåæèò ãðóïïå êîñ Bn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) β(xi) = a−1
i xπ(i) ai, 1 ≤ i ≤ n,

2) β(x1x2 . . . xn) = x1x2 . . . xn,

ãäå π íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {1, 2, . . . , n}.
Òàêæå ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü (èñïîëüçóÿ ïîäõîä

Ìàãíóñà [19]) ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñ (ïðåäñòàâëåíèå Áó-
ðàó) è ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êðàøåííûõ êîñ (ïðåäñòàâëåíèå
Ãàñíåðà). Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó [18], ρ : Bn → GLn(Z[t±1]) ïåðåâîäèò
ïîðîæäàþùèé σi ãðóïïû êîñ Bn â ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà:

φ(σi) =


Ei−1 0 0 0
0
0

1− t t
1 0

0
0

0 0 0 En−(i+1)

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ëîêàëüíî, ò. å. êàæäûé ïîðîæäàþùèé ïåðåõî-
äèò â ìàòðèöó, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû äèàãîíàëüíîé
êëåòêîé ïîðÿäêà 2. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó òàêæå è îäíîðîä-
íîå, ò. å. êëåòêè ïîðÿäêà 2 ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ïîðîæäàþùèõ. Èçâåñòíî,
÷òî âñå ëèíåéíûå ëîêàëüíûå îäíîðîäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ Bn

â íåêîòîðîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû ïðåäñòàâëåíèþ Áóðàó.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå

φ : Bn → GLn(C)
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íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè

φ(σi) =


Ei−1 0 0 0
0
0

∗ ∗
∗ ∗

0
0

0 0 0 En−i−1

 =

 Ei−1 0 0
0 Ri 0
0 0 En−i−1

 ,

i = 1, 2, . . . , n−1, ãäå Em � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, Ri � ìàòðèöà
ïîðÿäêà 2. Ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè R1 =
R2 = . . . = Rn−1.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëîêàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ φ ñîõðàíÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèå äàëüíåé êîììóòàòèâíîñòè, ò.å. φ (σi)φ (σj) = φ (σj)φ (σi) ïðè
|i− j| ⩾ 2.
Â 1936 ãîäó Â. Áóðàó ñôîðìóëèðîâàë âîïðîñ î ëèíåéíîñòè ãðóïïû

êîñ (ò.å. î åå òî÷íîé ïðåäñòàâèìîñòè êîíå÷íîìåðíûìè ìàòðèöàìè íàä
ïîëåì). Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà B2 � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ, à ïîòîìó
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Â. Ìàãíóñ äîêàçàë ëèíåéíîñòü B3 (ñì. [19]). Äîëãîå
âðåìÿ ñóùåñòâîâàëî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì, îäíàêî, ñåé÷àñ äîêàçàíî, ÷òî îíî íåòî÷íîå ïðè n ⩾ 5. Òàê â 1991
ãîäó Ä. Ìóäè (ñì.[20]) ïîñòðîèë íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò, ëåæàùèé â ÿä-
ðå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ãðóïïû Bn ïðè n ⩾ 9. Â [21] Ñ. Áèãåëîó ñíèçèë
ýòó ãðàíèöó äî 5. Âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ãðóïïû B4

äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì. P. Ëîóðåíñ ïîñòðîèëà íîâûå ëèíåéíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ Bn â [22], à Ä. Êðàìåð [23] è Ñ. Áèãåëîó [21]
ïîêàçàëè, ÷òî îäíî èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ãðóïïû êîñ Bn, n ≥ 2, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.
Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ êîñ, ïðîäîëæàþùåå ïðåäñòàâëå-

íèå Áóðàó

φ : SBn → GLn(C)
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè

φ(τi) =

 Ei−1 0 0
0 Mi 0
0 0 En−i−1

 ,

i = 1, 2, . . . , n−1, ãäå Em � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêàm,Mi � ìàòðèöà
ïîðÿäêà 2. Ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëèM1 =
M2 = . . . =Mn−1.
Â ðàáîòå Âàäû [24] ïîñòðîåíû ñåìü òèïîâ ëîêàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé

ãðóïïû êîñ Bn â ãðóïïó Aut(Fn). Âàäà âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
îïèñàíû âñå âîçìîæíûå ëîêàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ Bn â ãðóï-
ïó Aut(Fn). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàë Èòî [4]. Èç ýòèõ ñåìè òèïîâ
÷åòûðå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè (ñì. [25]).
Â ðàáîòå Þ. À. Ìèõàëü÷èøèíîé [26] ïîñòðîåíû ïðîäîëæåíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé Âàäû íà ãðóïïó âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn, îïèñàíû ëîêàëüíûå
ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû B3, à òàêæå ëîêàëüíûå îäíîðîäíûå
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ïðåäñòàâëåíèÿ Bn ïðè n ⩾ 2. Èññëåäîâàíà ñâÿçü ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé
ñ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó.

3 Ïðåäñòàâëåíèå âèðòóàëüíûõ êîñ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êâàíäë ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì (Q, h)
è åãî ñâîáîäíóþ ñòåïåíü Q⋆n. Ñâîáîäíî óìíîæèì åãî íà òðèâèàëüíûé
êâàíäë T1 = ⟨{y}, ∗T1⟩, ïîëó÷èì Q⋆n ⋆ T1. Îáîçíà÷èì qi ýëåìåíò èç i-îé
êîïèè Q ñîîòâåòñòâóþùèé q ∈ (Q,h). Â äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ hi � ýòî
âûäåëåííûé ýëåìåíò â i-é êîïèè Q.
Íàïîìíèì âòîðóþ àêñèîìó êâàíäëà: äëÿ ëþáûõ q, r ∈ Q, óðàâíåíèå

x ∗ q = r èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ Q. Îáîçíà÷èì x = r ∗ q. Òàê
êàê ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïðåäåëåíî äëÿ
ëþáûõ q, r ∈ Q, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îïåðàöèþ äåëåíèÿ ñïðàâà ∗ â
êâàíäëå Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q ∗ r = a, ãäå a ∗ r = q.

Ðàññìîòðèì íà êâàíäëåQ⋆n⋆T1 íàáîð îòîáðàæåíèé S1, . . . , Sn−1, V1, . . . ,
Vn−1, îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè:

Si =


qi → qi+1 ∗ hi,
qi+1 → qi ∗ hi,
qk → qk, k ̸= i, i+ 1,

y → y.

Vi =


qi → qi+1 ∗ y,
qi+1 → qi ∗ y,
qk → qk, k ̸= i, i+ 1,

y → y.

Òàê êàê óìíîæåíèå ñïðàâà ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì êâàíäëà, à îïåðà-
òîðû Si, Vi � êîìïîçèöèè óìíîæåíèé ñïðàâà ñ ïåðåñòàâëåíèåì ïîðîæäà-
þùèõ, òî äàííûå îòîáðàæåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè êâàíä-
ëà Q⋆n ⋆ T1. Çàìåòèì, ÷òî

V −1
i = Vi è S−1

i =


qi → qi+1 ∗ hi+1,

qi+1 → qi ∗ hi+1,

qk → qk, k ̸= i, i+ 1

y → y.

Òåîðåìà 2. Îòîáðàæåíèå τ : V Bn −→ Aut(Q⋆n ⋆ T1), çàäàííîå ïî ïðà-
âèëó

τ(σi) = Si, τ(ρi) = Vi

ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ àâòîìîðôèçìàìè
êâàíäëà Q⋆n ⋆ T1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñî ñòàòü¼é Èòî [5], ñîîòíîøåíèÿ Si+1SiSi+1 =
SiSi+1Si è SiSj = SjSi, ïðè |i− j| ⩾ 2 ëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìûìè âû÷èñ-
ëåíèÿìè.
Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Vi+1ViVi+1 = ViVi+1Vi,

V 2
i = id è ViVj = VjVi, ïðè |i− j| ⩾ 2.
Ïðîâåðèì ñìåøàííîå ñîîòíîøåíèå ViSi+1Vi = Vi+1SiVi+1. Äåéñòâóÿ íà

ýëåìåíòû qi, qi+1, qi+2 ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè ñìåøàííîãî ñîîòíîøåíèÿ,
ïîëó÷èì:

ViSi+1Vi(qi) = (qi+2 ∗ y) ∗ hi, Vi+1SiVi+1(qi) = (qi+2 ∗ y) ∗ hi;
ViSi+1Vi(qi+1) = qi+1, Vi+1SiVi+1(qi+1) = qi+1;

ViSi+1Vi(qi+2) = (qi ∗ hi) ∗ y, Vi+1SiVi+1(qi+2) = (qi ∗ hi) ∗ y.
Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå τ ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ àâòîìîðôèçìàìè êâàíäëà Q⋆n ⋆
T1. □

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü β ∈ V Bn � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû âèðòó-
àëüíûõ êîñ, y ∈ T1 ⩽ Q⋆n⋆T1 � ýëåìåíò òðèâèàëüíîãî îäíîýëåìåíòíîãî
êâàíäëà. Òîãäà, τ(β)(y) = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå èç îòîáðàæåíèé S1, . . . , Sn−1,
V1, . . . , Vn−1 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà y. τ(β) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîì-
ïîçèöèåé äàííûõ îòîáðàæåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, τ(β)(y) = y. □

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü β ∈ V Bn � ýëåìåíò ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ.
qi ∈ Q⋆n ⋆ T1, ïðè÷¼ì q ∈ Q. Òîãäà, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå.

(1) Åñëè ýëåìåíòû σi−1, σi, ρi−1, ρi íå âõîäÿò â β êàê â ñëîâî, òî
τ(β)(qi) = qi, ïðè i = 2, . . . , n− 2 äëÿ âñåõ q ∈ Q.

(2) Åñëè ýëåìåíòû σ1, ρ1 íå âõîäÿò â β êàê â ñëîâî, òî τ(β)(q1) = q1
äëÿ âñåõ q ∈ Q.

(3) Åñëè ýëåìåíòû σn−1, ρn−1 íå âõîäÿò â β êàê â ñëîâî, òî τ(β)(qn) = qn
äëÿ âñåõ q ∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Ïóñòü β � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî σi−1, σi, ρi−1, ρi íå
âõîäÿò â β êàê â ñëîâî. Òîãäà, τ(β) � ýòî íåêîòîðàÿ êîìïîçèöèÿ îòîáðà-
æåíèé S1, . . . , Sn−1, V1, . . . , Vn−1, çà èñêëþ÷åíèåì îòîáðàæåíèé Si−1, Si,
Vi−1, Vi.
Ïî îïðåäåëåíèþ, âñå îòîáðàæåíèÿ, êðîìå Si−1, Si, Vi−1, Vi äåéñòâóþò

òîæäåñòâåííî íà qi. Èç ïîñëåäíåãî î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî τ(β)(qi) = qi.
2). Ïóñòü σ1, τ1 íå âõîäÿò â β êàê â ñëîâî. Òîãäà, τ(β) � íåêîòîðàÿ

êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ S2, . . . , Sn−1, V2, . . . , Vn−1. Êàæäûé èç ýòèõ îïå-
ðàòîðîâ äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíòû q1, q ∈ Q. Ñëåäîâàòåëüíî,
τ(β)(q1) = q1 äëÿ âñåõ q ∈ Q.

3). Ïóñòü σn−1, τn−1 íå âõîäÿò â β êàê â ñëîâî. Òîãäà, τ(β) � íåêîòîðàÿ
êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ S1, . . . , Sn−2, V1, . . . , Vn−2. Êàæäûé èç ýòèõ îïå-
ðàòîðîâ äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíòû qn, q ∈ Q. Ñëåäîâàòåëüíî,
τ(β)(qn) = qn äëÿ âñåõ q ∈ Q. □
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Ïðåäëîæåíèå 1. (Î òî÷íîñòè τ). Ïðåäñòàâëåíèå τ òî÷íî íà ïîäãðóï-
ïå Bn ≤ V Bn è ïîäãðóïïå Sn = ⟨ρ1, . . . , ρn−1⟩ ≤ V Bn è íåòî÷íî íà âñåé
ãðóïïå V Bn, ïðè n ≥ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òî÷íîñòü íà Bn. Ïóñòü äàíû ãðóïïû G è H.
Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G è H áóäåì îáîçíà÷àòü G ⋆Gr H.
Ïóñòü äàí êâàíäë R. Àññîöèèðîâàííîé ãðóïïîé äëÿ êâàíäëà R íàçû-

âàþò ãðóïïó Ass(R) = ⟨R | r−1qr = q ∗R r⟩.
ÇàôèêñèðóåìQ = T1 � îäíîýëåìåíòíûé êâàíäë. Â ýòîì ñëó÷àå τ : V Bn −→

Aut(T ⋆n
1 ⋆T1). Ðàññìîòðèì àññîöèèðîâàííóþ ãðóïïó äëÿ êâàíäëà T ⋆n

1 ⋆T1 :

Ass(T ⋆n
1 ⋆ T1) = Fn ⋆Gr Z,

ãäå Fn = ⟨h1, . . . , hn⟩, Z = ⟨y⟩. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå τ èíäóöèðóåò ïðåä-
ñòàâëåíèå

τ ′ : V Bn −→ Aut(Fn ⋆Gr Z),

çàäàííîå ïî ïðàâèëó

τ ′(σi) =


hi → hihi+1h

−1
i ,

hi+1 → hi,

hk → hk, k ̸= i, i+ 1,

y → y,

τ ′(ρi) =


hi → y−1hi+1y,

hi+1 → yhiy
−1,

hk → hk, k ̸= i, i+ 1,

y → y.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé äëÿ
âñåõ q ∈ T ⋆n

1 ⋆ T1.

V Bn T ⋆n
1 ⋆ T1

V Bn Ass(T ⋆n
1 ⋆ T1)

τ(·)(q)

id Ass

τ ′(·)(q)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå áûëî îïðåäåëåíî â [27] (ñì. òàêæå [28]), ãäå áûëî
äîêàçàíî, ÷òî îíî ïðîäîëæàåò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Àðòèíà Bn. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå τ íà Bn ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî τ ′, à ïîòîìó è τ òî÷íî íà Sn = ⟨ρ1, . . . , ρn−1⟩.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå τ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì íà ãðóïïå V B4.

Äëÿ ýòîãî âîçüìåì âèðòóàëüíóþ êîñó β = (ρ3σ2ρ1σ
−1
2 )3, ïîñòðîåííóþ â

[29]. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî τ(β) = id. □
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4 Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé

Â ðàáîòå [33] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå Ìàðêîâà,
óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äâà âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîñû ñâÿçàíû êîíå÷íîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ âèðòóàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ìàðêîâà.
Äëÿ âèðòóàëüíîé êîñû β ∈ V Bn îïðåäåëèì êâàíäë V Iβ(Q, h) êàê

ôàêòîð-êâàíäë êâàíäëà Q⋆n ⋆ T1 ïî ìíîæåñòâó ñîîòíîøåíèé

{τ(β)(q) = q | q ∈ Q⋆n ⋆ T1}.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3. Äëÿ âèðòóàëüíîé êîñû β ∈ V Bn êâàíäë V Iβ(Q, h) ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòîì âèðòóàëüíîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ) cl(β), ïîëó÷åííîãî
çàìûêàíèåì âèðòóàëüíîé êîñû β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïî àêñèîìàì (Q2), (Q3) óìíî-
æåíèå è äåëåíèå ñïðàâà â êâàíäëå íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò � ýòî âíóò-
ðåííèé àâòîìîðôèçì.
Ïóñòü Q � êâàíäë, a ∈ Q. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå x 7→ x ∗ a. Òîãäà,

ïî àêñèîìå (Q3) âûïîëíåíî (x ∗ y) ∗ a = (x ∗ a) ∗ (y ∗ a). Ïî àêñèîìå (Q2)
ýòî îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âèðòóàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ìàðêîâà êâàíäë V Iβ(Q, h) ïåðåõîäèò â èçîìîðôíûé
êâàíäë. Äëÿ âèðòóàëüíûõ êîñ èìååì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàð-
êîâà:

(1) β ←→ σkβσ
−1
k ,

(2) β ←→ βσn,
(3) β ←→ ρkβρk,
(4) β ←→ βρn,
(5) β ←→ βσnρn−1σ

−1
n ,

(6) β ←→ βρnρn−1σnρn−1σ
−1
n ρn−1ρn.

Èçîìîðôíîñòü êâàíäëîâ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ 1 è 2 óñòàíàâëèâàåòñÿ
â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòü¼é Ò. Èòî [5].

1) Ïðîâåðèì òðåòüå âèðòóàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìàðêîâà. Êâàíäë
V Iβ(Q, h) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé

{τ(β)(q) = q | q ∈ Q⋆n ⋆ T1}.

Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé àâòîìîðôèçìîì τ(ρk). Èìå-
åì

{τ(β)(q) = q | q ∈ Q⋆n ⋆ T1} = {τ(βρk)(q) = τ(ρk)(q) | q ∈ Q⋆n ⋆ T1} =

= {τ(ρkβρk)(q) = q | q ∈ Q⋆n ⋆ T1}.
Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçîâàëè òàêîé ôàêò: åñëè ïîäåéñòâîâàòü àâòîìîðôèç-
ìîì τ(ρk) íà q ∈ Q⋆n ⋆ T1 äâàæäû, òî ïîëó÷èì òîæäåñòâåííûé àâòîìîð-
ôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàíäë V Iβ(Q, h) èçîìîðôåí êâàíäëó V Iρkβρk(Q, h).
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2) Ïðîâåðèì ÷åòâ¼ðòîå âèðòóàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìàðêîâà. Äîêà-
æåì, ÷òî êâàíäëû V Iβρn(Q, h) è V Iβ(Q, h) èçîìîðôíû. Ïî çàìå÷àíèþ 2
ïàðàãðàôà 3 î÷åâèäíî, ÷òî

τ(β)(qi) = qi ⇔ τ(βρn)(qi) = qi, ïðè i = 1, . . . , n− 1.

Òàêæå, ïî çàìå÷àíèþ 2, âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: τ(β)(qn+1) =
qn+1. Ðàññìîòðèì τ(βρn)(qn+1).

τ(βρn)(qn+1) = τ(β)(qn ∗ y) = τ(β)(qn) ∗ τ(β)(y) = τ(β)(qn) ∗ y

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, â öåïî÷êå âûøå, ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ çàìå÷àíèÿ
1 ïàðàãðàôà 3. Â èòîãå ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

τ(βρn)(qn+1) = τ(β)(qn) ∗ y (4.1)

Ðàññìîòðèì òåïåðü τ(βρn)(qn). Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ τ âåð-
íî ðàâåíñòâî τ(βρn)(qn) = τ(β)(qn+1 ∗ y).
Ïî çàìå÷àíèþ 1 âåðíî τ(β)(qn+1 ∗ y) = τ(β)(qn+1) ∗ y.
Ïî çàìå÷àíèþ 2 âåðíî τ(β)(qn+1) ∗ y = qn+1 ∗ y.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàâåíñòâî:

τ(βρn)(qn) = qn+1 ∗ y. (4.2)

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå τ(βρn)(qn+1) = qn+1. Óìíîæèâ (4.1) ñïðàâà
íà y ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü:

τ(βρn)(qn+1) = qn+1 ⇔ τ(β)(qn) = qn+1 ∗ y.

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå τ(βρn)(qn) = qn. Èç ðàâåíñòâà (4.2) èìååì:

τ(βρn)(qn) = qn+1 ∗ y = qn.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â êâàíäëå
V Iβρn(Q, h) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

{τ(βρn)(q1) = q1, . . . , τ(βρn)(qn) = qn, τ(βρn)(qn+1) = qn+1},

ãäå qi ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû i-é êîïèè êâàíäëà Q â êâàíäëå Q⋆n+1 ⋆T1.
Ïî çàìå÷àíèþ 2 è îïðåäåëåíèþ τ(ρn) î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî

ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó

{τ(β)(q1) = q1, . . . , τ(β)(qn−1) = qn−1, τ(βρn)(qn) = qn, τ(βρn)(qn+1) = qn+1}.

Âîñïîëüçóåìñÿ (4.1) è (4.2).

{τ(β)(q1) = q1, . . . , τ(β)(qn−1) = qn−1, qn+1 ∗ y = qn, τ(β)(qn) ∗ y = qn+1}.

Äîìíîæèì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà y ñïðàâà è ñðàçó ïîäñòàâèì
ïðåäïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî

{τ(β)(q1) = q1, . . . , τ(β)(qn−1) = qn−1, τ(β)(qn) = qn, qn+1 ∗ y = qn}.

Òàê êàê ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé ìû ïîëó÷èëè äåéñòâèåì
àâòîìîðôèçìà (óìíîæåíèå íà y ñïðàâà), òî îíî ýêâèâàëåíòíî èçíà÷àëü-
íîìó ìíîæåñòâó ñîîòíîøåíèé.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùå-
ìó:

qn+1 = qn ∗ y.
Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

ϕ : V Iβρn(Q, h) −→ V Iβ(Q, h)

ïî ïðàâèëó:

ϕ(qn+1) = qn ∗ y, ϕ(qi) = qi, ϕ(y) = y.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ϕ � èçîìîðôèçì êâàíäëîâ V Iβρn(Q, h) è V Iβ(Q, h).

3) Ïðîâåðèì ïÿòîå âèðòóàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìàðêîâà. Äîêàæåì,
÷òî êâàíäëû V Iβσnρn−1σ

−1
n
(Q, h) è V Iβ(Q, h) èçîìîðôíû.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â êâàíäëå
V Iβσnρn−1σ

−1
n
(Q, h) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

{τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qi) = qi, i = 1, . . . n+ 1, q ∈ Q},

Ïî çàìå÷àíèþ 2 î÷åâèäíî, ÷òî τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qi) = τ(β)(qi), ãäå q ∈ Q,

i = 1, . . . , n− 2.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïîäåéñòâîâàòü àâòîìîðôèçìîì τ(βσnρn−1σ

−1
n )(qi)

íà ýëåìåíòû qn−1, qn, qn+1.
Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qn−1) = τ(β)((qn+1 ∗ hn+1) ∗ y), (4.3)

τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qn) = τ(β)((qn ∗ hn+1) ∗ (hn−1 ∗ y)), (4.4)

τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qn+1) = τ(β)((qn−1 ∗ hn−1) ∗ y). (4.5)

Ðàññìîòðèì (4.3). Òàê êàê β ∈ V Bn, òî ïî çàìå÷àíèÿì 1 è 2 àâòîìîð-
ôèçì τ(β) äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíò (qn+1 ∗ hn+1) ∗ y.

τ(β)((qn+1 ∗ hn+1) ∗ y) = (qn+1 ∗ hn+1) ∗ y. (4.6)

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qi) = qi, i = n−1, n, n+1

â êâàíäëå V Iβσnρn−1σ
−1
n
(Q, h) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì:

(qn+1 ∗ hn+1) ∗ y = qn−1, (4.3.1)

τ(β)((qn ∗ hn+1) ∗ (hn−1 ∗ y)) = qn, (4.4.1)

τ(β)((qn−1 ∗ hn−1) ∗ y) = qn+1. (4.5.1)

Ðàññìîòðèì (4.3.1) ïðè q = h. Ïîëó÷èì

(qn+1 ∗ hn+1) ∗ y = qn−1

∣∣∣∣
q=h

⇒ hn+1 ∗ y = hn−1. (4.7)

Ïîäñòàâèì (4.7) â (4.5.1):

qn+1 = τ(β)((qn−1∗hn−1) ∗ y) = τ(β)((((qn+1 ∗ hn+1)∗y)∗(hn+1∗y)) ∗ y) = . . .

. . . = τ(β)((((qn+1 ∗ hn+1) ∗ hn+1) ∗ y) ∗ y) = τ(β)(qn+1). (4.8)
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Òåïåðü ïîäñòàâèì ðàâåíñòâî (4.7) â (4.4.1):

qn = τ(β)((qn ∗ hn+1) ∗ (hn−1 ∗ y)) = τ(β)((qn ∗ hn+1) ∗ hn+1) = τ(β)(qn).
(4.9)

Òàêèì îáðàçîì èç ñîîòíîøåíèé (4.3.1), (4.4.1), (4.5.1) â êâàíäëå V Iβσnρn−1σ
−1
n
(Q, h)

ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå:

(qn+1 ∗ hn+1) ∗ y = qn−1, (4.3.2)

τ(β)(qn) = qn, (4.4.2)

τ(β)(qn+1) = qn+1. (4.5.2)

Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ
(4.3.1), (4.4.1), (4.5.1) ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé (4.3.2), (4.4.2), (4.5.2). Òà-
êèì îáðàçîì, äàííûå äâà íàáîðà ñîîòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíû â êâàíäëå
V Iβσnρn−1σ

−1
n
(Q, h).

Òàê êàê β ∈ V Bn, òî ïî çàìå÷àíèÿì 1 è 2 î÷åâèäíî âûïîëíåíî

τ(β)((qn+1 ∗ hn+1) ∗ y) = (qn+1 ∗ hn+1) ∗ y.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç (4.3.2) ñîîòíîøåíèå τ(β)(qn−1) = qn−1 âûïîëíåíî â

êâàíäëå V Iβσnρn−1σ
−1
n
(Q, h).

τ(β)(qn−1) = qn−1. (4.6.2)

Ïîäåëèì (4.3.2) ñïðàâà íà y, à ïîòîì äîìíîæèì ñïðàâà íà hn+1. Ïî-
ëó÷èì

qn+1 = (qn−1 ∗ y) ∗ hn−1 (4.7.2).

Íåòðóäíî çàìåíòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèé (4.6.2) è (4.7.2) äîñòàòî÷íî äëÿ
òîãî, ÷òîáû τ(β)(qn+1) = qn+1.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (4.3.2), (4.4.2), (4.5.2) ýêâèâàëåíòíû ñëå-

äóþùèì:

τ(β)(qn−1) = qn−1, (4.3.3)

τ(β)(qn) = qn. (4.4.3)

qn+1 = (qn−1 ∗ y) ∗ hn−1. (4.5.3)

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

ϕ : V Iβσnρn−1σ
−1
n
(Q, h) −→ V Iβ(Q, h)

ïî ïðàâèëó:

ϕ(qn+1) = (qn−1 ∗ y) ∗ hn−1, ϕ(qi) = qi, ϕ(y) = y.

Èç (4.3.3), (4.4.3), (4.5.3) î÷åâèäíî, ÷òî ϕ � èçîìîðôèçì êâàíäëîâ
V Iβσnρn−1σ

−1
n
(Q, h) è V Iβ(Q, h).

4) Ïðîâåðèì øåñòîå âèðòóàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìàðêîâà. Îáîçíà-
÷èì γ = ρnρn−1σnρn−1σ

−1
n ρn−1ρn. Ðàññìîòðèì äâà êâàíäëà V Iβγ(Q, h) è

V Iβ(Q, h).
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Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â êâàíäëå
V Iβγ(Q, h) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

{τ(βγ)(qi) = qi, i = 1, . . . n+ 1, q ∈ Q},
Ïî çàìå÷àíèþ 2 î÷åâèäíî, ÷òî τ(βγ)(qi) = τ(β)(qi) ïðè i = 1, . . . , n−2.
Ïîäåéñòâóåì τ(βγ) íà qn−1, qn, qn+1. Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâå-

ðÿåòñÿ, ÷òî
τ(βγ)(qn−1) = τ(β)(qn−1), (4.10)

τ(βγ)(qn) = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1), (4.11)

τ(βγ)(qn+1) = τ(β)(((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y). (4.12)

Èç ðàâåíñòâ âûøå ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â êâàíäëå V Iβγ(Q, h) ñîîò-
íîøåíèÿ τ(βγ)(qi) = qi, ïðè i = n− 1, n, n+1 ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì:

τ(β)(qn−1) = qn−1, (4.10.1)

τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1) = qn, (4.11.1)

τ(β)(((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y) = qn+1. (4.12.1)

Èç (4.10.1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ÷òî τ(β)(hn−1) = hn−1, òàê êàê ñîîò-
íîøåíèå (4.10.1) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ åëåìåíòîâ q ∈ Q. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíî âûïîëíåíî è äëÿ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà h ∈ Q.
Èñïîëüçóÿ (4.10), (4.11) è çàìå÷àíèÿ 1 è 2 ìîæíî ïðîâåñòè öåïî÷êó

ðàâåíñòâ äëÿ ñîîòíîøåíèÿ qn = τ(βγ)(qn):

qn = τ(βγ)(qn) = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1) = . . .

. . . = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y)) ∗ τ(β)(hn−1) = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y)) ∗hn−1 = . . .

. . . = ((τ(β)(qn+1) ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1 = ((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1.

Òàêèì îáðàçîì, â êâàíäëå V Iβγ(Q, h) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

qn = ((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1. (4.13)

Ïîäåëèì ñïðàâà ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî íà ýëåìåíò
hn−1 è äâà ðàçà íà y. Ïîëó÷èì:

qn+1 = ((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y. (4.14)

Ïîäñòàâèì (4.13) â (4.11.1). Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

qn = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1) = τ(β)(qn).

Ïîäñòâàèì (4.14) â (4.12.1). Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

qn+1 = τ(β)(((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y) = τ(β)(qn+1).

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèé (4.10.1), (4.11.1), (4.12.1), (4.13) â êâàíä-
ëå V Iβγ(Q, h) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

τ(β)(qn−1) = qn−1, (4.10.2)

τ(β)(qn) = qn, (4.11.2)
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τ(β)(qn+1) = qn+1. (4.12.2)

qn+1 = ((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y. (4.14)

Òî, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé (4.10.2), (4.11.2), (4.12.2), (4.14) ñëåäóþò ñîîò-
íîøåíèÿ (4.10.1), (4.11.1), (4.12.1), (4.13) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðÿìû-
ìè âû÷èñëåíèÿìè.
Çàìåòèì, ÷òî ïî çàìå÷àíèþ 2, ñîîòíîøåíèå (4.12.2) òðèâèàëüíî è èìå-

åò âèä qn+1 = qn+1.
Òàêèì îáðàçîì, èçíà÷àëüíîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ñîîòíîøåíèé

â êâàíäëå V Iβγ(Q, h) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

{qn+1 = ((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y, τ(β)(qi) = qi, i = 1, . . . n, q ∈ Q},
Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå

ϕ : V Iβγ(Q, h) −→ V Iβ(Q, h)

ïî ïðàâèëó

ϕ(qn+1) = ((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y, ϕ(qi) = qi, ϕ(y) = y.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ϕ � èñêîìûé èçîìîðôèçì êâàíäëîâ V Iβγ(Q, h) è
V Iβ(Q, h).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî V Iβ(Q, h) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì

âèðòóàëüíîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ) cl(β). □

Ïðåäëîæåíèå 2. Èíâàðèàíò V Iβ îáîáùàåò ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë
çàöåïëåíèÿ è ãðóïïó çàöåïëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K = cl(β) äëÿ íåêîòîðîé êîñû β ∈ V Bn. Ðàñ-
ñìîòðèì òðèâèàëüíûé îäíîýëåìåíòíûé êâàíäë T1 = ({h}, ∗T1), ñ÷èòàÿ
åãî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò îòìå÷åííûì. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå

τ : V Bn −→ Aut(T
⋆(n)
1 ⋆ T1)

ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

τ(σi) =


hi → hi+1 ∗ hi,
hi+1 → hi,

hk → qk, k ̸= i, i+ 1

y → y.

τ(ρi) =


hi → hi+1 ∗ y,
hi+1 → hi ∗ y,
hk → hk, k ̸= i, i+ 1

y → y.

è ñîîòâåòñòâóþùèé êâàíäë áóäåò èìåòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

V Iβ(T1, h) = ⟨h1, . . . , hn, y | τ(β)(hi) = hi⟩.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî è åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë çàöåïëåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ôóíêòîð Ass : Q −→ Gr èç êàòåãîðèè êâàíäëîâ â êàòå-
ãîðèþ ãðóïï, çàäàííûé ðàâåíñòâîì

Ass((Q, ∗)) = ⟨ Q | a ∗ b = b−1ab, a, b ∈ Q⟩.
Òîãäà ãðóïïà Ass(V Iβ(T1, h)) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé çàöåïëåíèÿ K = cl(β).

□

5 Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòà ïî äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì êàê ïîñòðîèòü èíâàðèàíò âèð-
òóàëüíîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ), îïðåäåëåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,
èñïîëüçóÿ äèàãðàììó ýòîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ).
Ïóñòü D � îðèåíòèðîâàííàÿ äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî óçëà (çàöåï-

ëåíèÿ). Óäàëèì èç íåå âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè âìåñòå ñ èõ ìàëûìè
îêðåñòíîñòÿìè. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîé äèàãðàììû, áóäåì
íàçûâàòü áîëüøèìè äóãàìè äèàãðàììû D è îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóê-
âàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà. Îáîçíà÷èì A(D) � ìíîæåñòâî áîëüøèõ äóã
äèàãðàììû D. Ìàëîé äóãîé äèàãðàììû D áóäåì íàçûâàòü âåòâü äèà-
ãðàììû (ðåáðî ãðàôà) îò îäíîãî ïåðåêðåñòêà (êëàññè÷åñêîãî èëè âèðòó-
àëüíîãî) äî ñëåäóþùåãî ïåðåêðåñòêà (êëàññè÷åñêîãî èëè âèðòóàëüíîãî).
Ìíîæåñòâî ìàëûõ äóã áóäåì îáîçíà÷àòü SA(D). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíî-
æåñòâî (êàê è ìíîæåñòâî áîëüøèõ äóã) êîíå÷íî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî áîëüøàÿ äóãà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ ìàëûõ äóã. Ìíî-
æåñòâî ìàëûõ äóã, âõîäÿùèõ â áîëüøóþ äóãó A áóäåì îáîçíà÷àòü ñèì-
âîëîì SA(A). Òàê êàê áîëüøèå è ìàëûå äóãè îðèåíòèðîâàíû, òî ìîæíî
ãîâîðèòü î íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ êàæäîé äóãè.
ÏÐÈÌÅÐ. Ðàññìîòðèì óçåë Êèøèíî, ïðåäñòàâëåííûé ñâîåé äèàãðàì-

ìîé íà ðèñóíêå 5. Ýòà äèàãðàììà ñîäåðæèò 12 ìàëûõ äóã:

a1, a2, a3, b, c1, c2, d, e, f, g1, g2, k

è 8 áîëüøèõ:

A = a1∪a2∪a3, B = b, C = c1∪c2, D = d, E = e, F = f, G = g1∪g2,K = k.

Ðèñ. 5. Äèàãðàììà óçëà Êèøèíî.

Ïóñòü äëÿ äèàãðàììû D ìíîæåñòâî áîëüøèõ äóã A(D) ñîñòîèò èç n
äóã: A(D) = {A1, A2, . . . , An}. Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå êâàíäëîâ Q⋆n⋆T1
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áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå

Q⋆n ⋆ T1 = QA1 ⋆ QA2 ⋆ . . . ⋆ QAn ⋆ T1.

Òàê æå êàê â ðàáîòå [5], îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå:

φ : SA(D)×Q −→ Q⋆n ⋆ T1

ïî ïðàâèëàì

(1) Åñëè ìàëàÿ äóãà a0 ñîäåðæèò íà÷àëüíóþ òî÷êó íåêîòîðîé áîëü-
øîé äóãè A, òî φ(a0, q) = qA.

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê âõîäÿò ìàëûå äó-
ãè a è b, à âûõîäÿò a′ è c (ñì. ðèñóíîê 6) ïðè÷¼ì òàê, ÷òî ìàëûå
äóãè a è a′ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè áîëüøîé äóãè A. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî çíà÷åíèå φ(a, q) îïðåäåëåíî. Òîãäà çíà÷åíèå φ(a′, q) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:{
φ(a′, q) = φ(a, q) ∗ hA, åñëè ïåðåêðåñòîê ïîëîæèòåëüíûé,

φ(a′, q) = φ(a, q) ∗ hA, åñëè ïåðåêðåñòîê îòðèöàòåëüíûé.

Ðèñ. 6. Ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé ïåðåêðåñòêè.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå φ(a, q) îïðåäåëåíî íà âñåõ ìàëûõ äó-
ãàõ a ∈ SA(D) è ýëåìåíòàõ êâàíäëà q ∈ Q. Îïðåäåëèì ñîîòíîøå-
íèÿ íà ïåðåêð¼ñòêàõ.

(3) Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêð¼ñòêîâ ââåä¼ì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

φ(c, q) = φ(b, q) ∗ hA, åñëè ïåðåêðåñòîê ïîëîæèòåëüíûé,

φ(c, q) = φ(b, q) ∗ hA, åñëè ïåðåêðåñòîê îòðèöàòåëüíûé.

äëÿ êàæäîãî q ∈ Q.
(4) Êàæäîìó âèðòóàëüíîìó ïåðåêð¼ñòêó (ðèñ. 7)

Ðèñ. 7. Âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê.

ñîïîñòàâèì äâà ñîîòíîøåíèÿ:

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(c, q) = φ(b, q) ∗ y, q ∈ Q.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïåðåêð¼ñòîê x äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî
óçëà (çàöåïëåíèÿ) D. Ñîïîñòàâèì ïåðåêð¼ñòêó x è êàæäîìó ýëåìåíòó
q êâàíäëà Q ñîîòíîøåíèå R(x, q).

R(x, q) =


φ(c, q) = φ(b, q) ∗ hA, åñëè ïåðåêðåñòîê x ïîëîæèòåëüíûé,

φ(c, q) = φ(b, q) ∗ hA, åñëè ïåðåêðåñòîê x îòðèöàòåëüíûé,

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ y, åñëè ïåðåêðåñòîê x âèðòóàëüíûé,

φ(c, q) = φ(b, q) ∗ y, åñëè ïåðåêðåñòîê x âèðòóàëüíûé.

Ñîïîñòàâèì äèàãðàììå D è êâàíäëó ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì (Q,h)
ôàêòîð-êâàíäë V ID(Q, h), îïðåäåë¼ííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V ID(Q, h) = ⟨qAi , y, (Ai ∈ A(D), q ∈ Q) |R(x, q), x � ïåðåêð¼ñòîê D, q ∈ Q⟩.

Òåîðåìà 4. V ID(Q, h) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äèàãðàììû D âèðòóàëü-
íîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû äâå äèàãðàììû âèðòóàëüíûõ óçëîâ (çà-
öåïëåíèé) D1 è D2 òàêèå, ÷òî D1 ìîæíî ïåðåâåñòè â D2 ïðèìåíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà êëàññè÷åñêèõ, âèðòóàëüíûõ è ñìåøàííîãî äâèæåíèé
Ðåéäåìåéñòåðà.
Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå, êâàíäë V ID1(Q, h) èçîìîðôåí

êâàíäëó V ID2(Q, h). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êàæäîå äâèæåíèå
îòäåëüíî. Äëÿ êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé ýòîò ôàêò óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî
àíàëîãèè ñ òåì, êàê â ðàáîòå [5].
Ðàññìîòðèì ïåðâîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà (ñì. ðèñ. 8).

Ðèñ. 8. Ïåðâîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ φ(b, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(c, q) = φ(b, q) ∗ y =
φ(a, q). Ñëåäîâàòåëüíî, íîâûé êâàíäë áóäåò èçîìîðôåí èñõîäíîìó.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ âòîðîãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòå-

ðà. Ïåðâûé ñëó÷àé ñ ñîíàïðàâëåííûìè äóãàìè (ñì. ðèñ. 9)

Ðèñ. 9. Âòîðîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ φ(b, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(c, q) = φ(b, q) ∗ y =
φ(a, q). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ y, φ(f, q) = φ(e, q) ∗ y =
φ(d, q). Ñëåäîâàòåëüíî, íîâûé êâàíäë áóäåò èçîìîðôåí èñõîäíîìó.
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Ðèñ. 10. Âòîðîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé ñ ðàçíîíàïðàâëåííûìè äóãàìè (ñì. ðèñ. 10)
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ φ(e, q) = φ(f, q) ∗ y, φ(d, q) = φ(e, q) ∗ y =

φ(f, q). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, φ(b, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(c, q) = φ(b, q) ∗ y =
φ(a, q). Ñëåäîâàòåëüíî, íîâûé êâàíäë áóäåò èçîìîðôåí èñõîäíîìó.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ òðåòüåãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåé-

ñòåðà. Ñëó÷àé êîãäà âñå äóãè ñîíàïðàâëåíû ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðè-
ñóíêå 11.

Ðèñ. 11. Òðåòüå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Ðàññìîòðèì äóãè a, d, e â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðèñóíêà 11. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(e, q) = φ(d, q) ∗ y = (φ(a, q) ∗ y) ∗ y.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ äóã c, t, k áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(k, q) = φ(y, q) ∗ y = (φ(c, q) ∗ y) ∗ y.
Ðàññìîòðèì, òåïåðü, äóãè b, f, g â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà 11. Äëÿ íèõ áóäóò
âåðíû ðàâåíñòâà

φ(g, q) = φ(f, q) ∗ y = (φ(b, q) ∗ y) ∗ y = φ(b, q).

Àíàëîãè÷íî äëÿ òåõ æå äóã â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 11

φ(g, q) = φ(f, q) ∗ y = (φ(b, q) ∗ y) ∗ y = φ(b, q).

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ ñîâïàëè äëÿ ëåâîé è ïðàâîé äèà-
ãðàììû. Ñëåäîâàòåëüíî, íîâûé êâàíäë áóäåò èçîìîðôåí èñõîäíîìó.
Ñëó÷àé êîãäà öåíòðàëüíàÿ äóãà èìååò îáðàòíîå íàïðàâëåíèå ïðîèë-

ëþñòðèðîâàí íà ðèñóíêå 12.

Ðèñ. 12. Òðåòüå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.
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Ðàññìîòðèì äóãè a, d, e íà îáîèõ äèàãðàììàõ. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà
áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ y = φ(a, q).

Àíàëîãè÷íî, â ïðàâîé ÷àñòè áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ y = φ(a, q).

Ðàññìîòðèì äóãè c, t, k. Â ëåâîé ÷àñòè áóäóò ðàâåíñòâà

φ(t, q) = φ(c, q) ∗ y, φ(k, q) = φ(t, q) ∗ y = φ(c, q).

Â ïðàâîé ÷àñòè

φ(t, q) = φ(c, q) ∗ y, φ(t, q) = φ(k, q) ∗ y = φ(c, q).

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì äóãè b, f, g. Äëÿ ëåâîé ÷àñòè áóäóò âåðíû ðàâåí-
ñòâà

φ(f, q) = φ(b, q) ∗ y, φ(g, q) = φ(f, q) ∗ y = φ(b, q).

Â ïðàâîé ÷àñòè

φ(f, q) = φ(b, q) ∗ y, φ(g, q) = φ(f, q) ∗ y = φ(b, q).

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ ñîâïàëè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ, ñëåäîâàòåëüíî
íîâûé êâàíäë áóäåò èçîìîðôåí èñõîäíîìó.
Ñëó÷àé êîãäà íåöåíòðàëüíàÿ äóãà èìååò îáðàòíîå íàïðàâëåíèå ïðî-

èëëþñòðèðîâàí íà ðèñóíêå 13.

Ðèñ. 13. Òðåòüå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Äëÿ äóã a, d, e â ëåâîé ÷àñòè áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ y = φ(a, q).

Â ïðàâîé

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ y = φ(a, q).

Äëÿ äóã b, f, g â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(f, q) = φ(b, q) ∗ y, φ(g, q) = (φ(f, q) ∗ y) ∗ y.
Äëÿ äóã c, t, k â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(t, q) = φ(c, q) ∗ y, φ(k, q) = φ(t, q) ∗ y = (φ(c, q) ∗ y) ∗ y.
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ ñîâïàëè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ, ñëåäîâàòåëüíî
íîâûé êâàíäë áóäåò èçîìîðôåí èñõîäíîìó.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ ñìåøàííîãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ Ðåéäå-

ìåéñòåðà. Ñëó÷àé, êîãäà âñå äóãè ñîíàïðàâëåíû ïðîèëëþñòðèðîâàí íà
ðèñ. 14.
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Ðèñ. 14. Ñìåøàííîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Ðàññìîòðèì ëåâûé ðèñóíîê. Äëÿ íåãî φ(g, q) = φ(b, q), φ(t, q) = φ(c, q) ∗ y,
φ(t′, q) = φ(t, q) ∗ ht = (φ(c, q) ∗ y) ∗ ht è φ(e, q) = (φ(a, q) ∗ ht) ∗ y.
Äëÿ ïðàâîãî ðèñóíêà, φ(g, q) = φ(b, q), φ(c′, q) = φ(c, q) ∗hc, φ(k, q) =

(φ(c, q) ∗ hc) ∗ y è φ(e, q) = (φ(a, q) ∗ y) ∗ hc.
Ñëåâà è ñïðàâà âñå êîïèè êâàíäëîâ ñîâïàäàþò, êðîìå Qt è Qc. Ïîñòðî-

èì èçîìîðôèçì χ : qt 7→ qc ∗ y, òîãäà (φ(c, q) ∗ y) ∗ ht
χ7→ (φ(c, q) ∗ hc) ∗ y

è (φ(a, q) ∗ ht) ∗ y
χ7→ (φ(a, q) ∗ y) ∗ hc.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà îäíà íåöåíòðàëüíàÿ äóãà èìååò îáðàòíîå
íàïðàâëåíèå êàê íà ðèñ. 15.

Ðèñ. 15. Ñìåøàííîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Ðàññìîòðèì äóãè a, d, e â îáîèõ ÷àñòÿõ ðèñóíêà. Â ëåâîé ÷àñòè áóäóò
âåðíû ðàâåíñòâà

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ ht = (φ(a, q) ∗ y) ∗ ht.

Â ïðàâîé

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ hc, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ y = (φ(a, q) ∗ hc) ∗ y.

Ðàññìîòðèì â ëåâîé ÷àñòè íàáîð äóã c, t, t′. Äëÿ íèõ áóäóò âåðíû ðàâåí-
ñòâà

φ(t, q) = φ(c, q) ∗ y, φ(t′, q) = φ(t, q) ∗ ht = (φ(c, q) ∗ y) ∗ ht.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé íàáîð äóã â ïðàâîé ÷àñòè: c, c′, k. Äëÿ íèõ áó-
äóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(c′, q) = φ(c, q) ∗ hc, φ(k, q) = φ(c′, q) ∗ y = (φ(c, q) ∗ hc) ∗ y.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, íàáîð äóã b, f, g. Â îáîèõ ÷àñòÿõ ðèñóíêà áóäóò
âåðíû ðàâåíñòâà

φ(f, q) = φ(b, q) ∗ y, φ(g, q) = φ(f, q) ∗ y = (φ(b, q) ∗ y) ∗ y.

Íàäî ïîêàçàòü èçîìîðôíîñòü äâóõ êâàíäëîâ. Ïîñòðîèì èçîìîðôèçì
χ : qc 7→ qt ∗ y.
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Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

(φ(a, q) ∗ hc) ∗ y
χ7→ (φ(a, q) ∗ y) ∗ ht,

(φ(c, q) ∗ hc) ∗ y
χ7→ (φ(c, q) ∗ y) ∗ ht,

(φ(b, q) ∗ y) ∗ y χ7→ (φ(b, q) ∗ y) ∗ y.
Òàêèì îáðàçîì, êâàíäëû ïîñòðîåííûå ïî ýêâèâàëåíòíûì äèàãðàììàì

èçîìîðôíû.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà öåíòðàëüíàÿ äóãà èìååò îáðàòíîå íàïðàâ-

ëåíèå êàê íà ðèñ. 16.

Ðèñ. 16. Ñìåøàííîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Äàííûé ñëó÷àé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ïåðâîìó, çà èñêëþ÷åíèåì òî-
ãî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ íà âèðòóàëüíûõ ïåðåêð¼ñòêàõ ïåðåâåðíóëèñü. Äëÿ
íàáîðà äóã b, f, g ñëåâà è ñïðàâà áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà φ(g, q) = φ(b, q).
Ðàññìîòðèì äóãè ct, t′ íà ëåâîì ðèñóíêå. Äëÿ íèõ áóäóò âåðíû ðàâåí-

ñòâà

φ(t, q) = φ(c, q) ∗ y, φ(t′, q) = φ(t, q) ∗ ht = (φ(c, q) ∗ y) ∗ ht
Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé íàáîð äóã c, c′, k íà ïðàâîì ðèñóíêå. Äëÿ íèõ
áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(c′, q) = φ(c, q) ∗hc, φ(k, q) = (φ(c, q) ∗ hc) ∗ y
Ðàññìîòðèì, òåïåðü, äóãè a, d, e. Íà ëåâîì ðèñóíêå áóäóò âåðíû ðà-

âåíñòâà

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ ht, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ y = (φ(a, q) ∗ ht) ∗ y
Íà ïðàâîì ðèñóíêå áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà

φ(d, q) = φ(a, q) ∗ y, φ(e, q) = φ(d, q) ∗ hc = (φ(a, q) ∗ y) ∗ hc
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü èçîìîðôíîñòü äâóõ êâàíäëîâ, ïîñòðîèì èçî-

ìîðôèçì χ : qt 7→ qc ∗ y.
Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

(φ(c, q) ∗ y) ∗ ht
χ7→ (φ(c, q) ∗ hc) ∗ y,

(φ(a, q) ∗ ht) ∗ y
χ7→ (φ(c, q) ∗ y) ∗ hc,

(φ(b, q)
χ7→ φ(b, q).

Òàêèì îáðàçîì, êâàíäëû ïîñòðîåííûå ïî ýêâèâàëåíòíûì äèàãðàììàì
èçîìîðôíû.



ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÃÐÓÏÏ ÂÈÐÒÓÀËÜÍÛÕ È ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÕ ÊÎÑ 725

Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñìåøàííîãî äâèæåíèÿ ñ îòðèöàòåëü-
íûì êëàññè÷åñêèì ïåðåêð¼ñòêîì äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðà-
çîì äîêàçàíî, ÷òî V ID äåéñòâèòåëüíî èíâàðèàíò äèàãðàììû âèðòóàëü-
íîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ).

□

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà V I.
ÏÐÈÌÅÐ. Ïîêàæåì, ÷òî êâàíäë V ID(Q, h) îòëè÷àåò âèðòóàëüíîå çà-

öåïëåíèå Õîïôà H c îäíèì âèðòóàëüíûì ïåðåêðåñòêîì îò òðèâèàëüíîãî
äâóõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ. Â êà÷åñòâå êâàíäëà Q âûáåðåì òðèâè-
àëüíûé îäíîýëåìåíòíûé êâàíäë T1 = ⟨{h}, ∗⟩. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó
çàöåïëåíèÿ Õîïôà ñ ðàçìå÷åííûìè äóãàìè è çàäàííîé îðèåíòàöèåé.

Ðèñ. 17. Äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ Õîïôà.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, A(H) = {A,B,C}. Ïðè ýòîì âñå áîëüøèå
äóãè, êðîìå A, ñîäåðæàò òîëüêî îäèí ýëåìåíò, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ
òàêîé æå áóêâîé ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, íî ñòðî÷íîé. Äóãà A ñîñòîèò
èç ñëåäóþùèõ ìàëûõ äóã: SA(A) = {a1, a2} Òàêèì îáðàçîì íàì íàäî
ðàññìîòðåòü êâàíäë T ⋆3

1 ⋆ T1, ãäå T
⋆3
1 îïðåäåë¼í ñëåäóþùèì îáðàçîì

T ⋆3
1 = T1A ⋆ T1B ⋆ T1C ,

ãäå T1A, T1B, T1C � ýòî òðèâèàëüíûå îäíîýëåìåíòíûå êâàíäëû ñîïîñòàâ-
ëåííûå äóãàì A,B,C ñîîòâåòñòâåííî.
×òîáû íàéòè êâàíäë çàöåïëåíèÿ Õîïôà, íóæíî íàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ

ïî âñåì ïåðåêð¼ñòêàì. Ïî îïðåäåëåíèþ φ è ñîîòíîøåíèÿì íà ïåðåêð¼ñò-
êàõ èìååì
φ(a2, q) = qA ∗ hA, φ(a1, q) = (qA ∗ hA) ∗ y = qA,
φ(b, q) = qC ∗ hA = qB,
φ(c, q) = qB ∗ y = qC .

Òàê êàê ìû çàôèêñèðîâàëè òðèâèàëüíûé îäíîýëåìåíòíûé êâàíäë T1 =
⟨{h}, ∗⟩, òî ïîäñòàâèì h âìåñòî q. Ïîëó÷èì

φ(a2, q) = hA ∗ hA = hA, φ(a1, q) = hA ∗ y = hA,
φ(b, q) = hC ∗ hA = hB,
φ(c, q) = hB ∗ y = hC .

Òàêèì îáðàçîì, íàäî ïðîôàêòîðèçîâàòü êâàíäë T ⋆3
1 ⋆T1 ïî ìíîæåñòâó

ñîîòíîøåíèé íàïèñàííûõ âûøå. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, Òèòöå ìû
ìîæåì óïðîñòèòü èõ è ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé:

hA ∗ y = hA, (hC ∗ hA) ∗ y = hC .
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Âèäíî, ÷òî ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ïîðîæäàþùåãî hB, òàê êàê îí ëåæèò
â êâàíäëå QA⋆QC . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå êâàíäëà
V IH(T1, h)

V IH(T1, h) = ⟨hA, hC , y | hA ∗ y = hA, (hC ∗ hA) ∗ y = hC⟩.

Ïîäåéñòâóåì íà êâàíäë V IH(T1, h) ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè êâàíäëîâ
â êàòåãîðèþ ãðóïï Ass : Q −→ Gr, ïîëó÷èì ãðóïïó

G = Ass(V IH(T1, h)) = ⟨hA, hC , y | y−1hAy = hA, h
hAy−1

C = hC⟩.

Ðàññìîòðèì ôàêòîð ïî ïåðâîìó êîììóòàíòó G/[G,G]. Ïîëó÷èì ãðóïïó
ñî ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì:

G/[G,G] = ⟨hA, hC , y | y−1hAy = hA, h
hAy−1

C = hC , [G,G] = 1⟩.

êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, èçîìîðôíà ãðóïïå

⟨hA, hC , y | hA = hA, hC = hC , [G,G] = 1⟩ ≃ Z3.

Äëÿ òðèâèàëüíîãî äâóõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ ñ äèàãðàììîé Tr2
çíà÷åíèå V ITr2(T1, h) ðàâíî ⟨x1, x2, y | ⟩ � ñâîáîäíûé äâóõïîðîæä¼ííûé
êâàíäë. Åñëè ìû ðàññìîòðèì ãðóïïó Ass(V ITr2(T1, h)), òî ýòî áóäåò ñâî-
áîäíàÿ òð¼õïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà F3.
Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî G íå èçîìîðôíà F3. Â ñàìîì äåëå, G ñîäåð-

æèò ïîäãðóïïó, ïîðîæä¼ííóþ ýëåìåíòàìè ⟨hA, hC⟩ èçîìîðôíóþ Z2 =
⟨a, c | ac = ca⟩. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå ψ : Z2 −→ G,
îïðåäåë¼ííîå ïî ïðàâèëó ψ(a) = hA, ψ(c) = hC .
Îòîáðàæåíèå ψ, î÷åâèäíî, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà. Áîëåå òî-

ãî, ψ èíúåêòèâíî. Äîïóñòèì îáðàòíîå. Ïóñòü 1Z2 ̸= x ∈ Z2 è ψ(x) = 1G.

Òîãäà x = ak1ck2 . Â ñâîþ î÷åðåäü ψ(x) = hk1A h
k2
C = 1G. Òîãäà G/[G,G] íå

ñâîáîäíàÿ àáåëåâà òð¼õïîðîæä¼ííàÿ. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ � ñëåäî-
âàòåëüíî Z2 ⩽ G.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî G ≃ F3, ïðè ýòîì ξ : G −→ F3 � èçîìîðôèçì.

Òîãäà ξ(hA)ξ(hC) = ξ(hC)ξ(hA). Ñëåäîâàòåëüíî, ξ(hA) è ξ(hC) ÿâëÿþò-
ñÿ íåêîòîðûìè ñòåïåíÿìè ýëåìåíòà w ∈ F3. ξ(hA) = wt1 , ξ(hC) = wt2 .
Òîãäà îáðàç ξ � ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ íå áîëåå ÷åì äâóìÿ ýëåìåíòàìè.
Ïðîòèâîðå÷èå.
ÏÐÈÌÅÐ. Ïîêàæåì, ÷òî êâàíäë V Iβ(Q, h) îòëè÷àåò âèðòóàëüíûé òðè-

ëèñòíèê îò òðèâèàëüíîãî óçëà. Â êà÷åñòâå êâàíäëà Q âûáåðåì òðèâè-
àëüíûé îäíîýëåìåíòíûé êâàíäë T1 = ⟨{h}, ∗⟩. Âèðòóàëüíûé òðèëèñòíèê
ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì òð¼õíèòåâîé âèðòóàëüíîé êîñû σ1σ1ρ1. Ïðÿìûì
âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àâòîìîðôèçì τ(σ1σ1τ1) = S1S1V1 êâàíä-
ëà T ⋆3

1 = ⟨y, h1, h2⟩ äåéñòâóåò ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

τ(ρi) =


h1 → (h2 ∗ y) ∗ ((h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y)),
h2 → (h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y),
y → y.
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Òàêèì îáðàçîì, êâàíäë V Iσ1σ1ρ1(T1, h) áóäåò èìåòü ñëåäóþùåå ïðåä-
ñòàâëåíèå:

⟨y, h1, h2 | h1 = (h2 ∗ y) ∗ ((h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y)), h2 = (h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y)⟩.
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Òèòöå è óïðîñòèì ïåðâîå ñîîòíîøå-

íèå:

⟨y, h1, h2 | h1 = (h2 ∗ y) ∗ h2, h2 = (h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y)⟩.
Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨y, h1, h2 | h1 = (h2 ∗ y) ∗ h2, h1 = (((h2 ∗ y) ∗ h2) ∗ y) ∗ y⟩.
Â èòîãå ïîëó÷èëè êâàíäë, â êîòîðîì h1 ∈ ⟨y, h2⟩ è âûïîëíåíî îäíî

ñîîòíîøåíèå. Ïðåäñòàâëåíèåì ýòîãî êâàíäëà áóäåò:

⟨y, h2 | (h2 ∗ y) ∗ h2 = (((h2 ∗ y) ∗ h2) ∗ y) ∗ y⟩.
Ðàññìîòðèì ãðóïïó Ass(V Iσ1σ1ρ1(T1, h))

⟨y, h2 | h2y−1h2yh
−1
2 = y−2h−1

2 yh2y
−1h2y

2⟩.
Òîò ôàêò, ÷òî äàííàÿ ãðóïïà íå èçîìîðôíà F2 áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå

[28].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå çàäà¼òñÿ çàìûêàíèåì äâóõ-

íèòåâîé êîñû σ1. Ãðóïïà V Iσ1(T1, h) áóäåò èçîìîðôíà F2.

6 Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SBn

Â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C âûáåðåì ÷èñëî t òðàíñöåíäåíòíîå íàä
ïîëåì Q. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 5. Âñÿêîå ëèíåéíîå ëîêàëüíîå îäíîðîäíîå ïðåäñòàâëåíèå

φ : SBn → GLn(C),
ïðîäîëæàþùåå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ãðóïïû Bn îïðåäåëåíî íà ïîðîæ-
äàþùèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(σi) =


Ei−1 0 0 0
0
0

1− t t
1 0

0
0

0 0 0 En−i−1

 ,

φ(τi) =


Ei−1 0 0 0
0
0

1− t+ at t− at
1− a a

0
0

0 0 0 En−i−1

 ,

ãäå a ̸= t
t+1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî φ � ïðåäñòàâëåíèå, ò. å. âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû SBn. Ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû êîñ âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó
òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèå φ íà ãðóïïó Bn ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó.
Îñòàâøèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

φ(τi)φ(τj) = φ(τj)φ(τi), |i− j| ≥ 2,

φ(σi)φ(τj) = φ(τj)φ(σi), |i− j| ≥ 2,

φ(σi)φ(σi+1)φ(τi) = φ(τi+1)φ(σi)φ(σi+1),

φ(σi+1)φ(σi)φ(τi+1) = φ(τi)φ(σi+1)φ(σi), i = 1, 2, . . . , n− 2,

ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè.
Ïðîâåðèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ n = 3.
Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå: φ(σ1)φ(τ1) = φ(τ1)φ(σ1).

φ(σ1) =

 1− t t 0
1 0 0
0 0 1

 ; φ(τ1) =

 1− t+ at t− at 0
1− a a 0
0 0 1

 .

Òîãäà

φ(σ1)φ(τ1) =

 −at2 + t2 − t+ 1 at2 − t2 + t 0
at− t+ 1 −at+ t 0

0 0 1

 .

φ(τ1)φ(σ1) =

 −at2 + t2 − t+ 1 at2 − t2 + t 0
at− t+ 1 −at+ t 0

0 0 1

 .

Ïðîâåðèì âòîðîå ñîîòíîøåíèå : φ(σ2)φ(τ2) = φ(τ2)φ(σ2).

φ(σ2) =

 1 0 0
0 1− t t
0 1 0

 ; φ(τ2) =

 1 0 0
0 1− t+ at t− at
0 1− a a

 .

φ(σ2)φ(τ2) =

 1 0 0
0 −at2 + t2 − t+ 1 at2 − t2 + t
0 at− t+ 1 −at+ t

 .

φ(τ2)φ(σ2) :

 1 0 0
0 −at2 + t2 − t+ 1 at2 − t2 + t
0 at− t+ 1 −at+ t

 .

Ðàññìîòðèì ñìåøàííîå ñîîòíîøåíèå: φ(σ2)φ(σ1)φ(τ2) = φ(τ1)φ(σ2)φ(σ1).

φ(σ2)φ(σ1) =

 −t+ 1 t 0
−t+ 1 0 t

1 0 0

 .

φ(σ2)φ(σ1)φ(τ2) =

 −t+ 1 at2 − t2 + t −at2 + t2

−t+ 1 −at+ t at
1 0 0

 .
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φ(τ1)φ(σ2)φ(σ1) :

 −t+ 1 at2 − t2 + t −at2 + t2

−t+ 1 −at+ t at
1 0 0

 .

Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå: φ(σ1)φ(σ2)φ(τ1) = φ(τ2)φ(σ1)φ(σ2).

φ(σ1)φ(σ2) =

 −t+ 1 −t2 + t t2

1 0 0
0 1 0

 .

φ(σ1)φ(σ2)φ(τ1) =

 −t+ 1 −t2 + t t2

at− t+ 1 −at+ t 0
−a+ 1 a 0

 .

φ(τ2)φ(σ1)φ(σ2) =

 −t+ 1 −t2 + t t2

at− t+ 1 −at+ t 0
−a+ 1 a 0

 .

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå ëîêàëüíîå îäíîðîäíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä
èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M1 =

(
u v
q a

)
, ãäå u, v, q, a ∈ C. Ïðèìåíèì îïðå-

äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîíîèäà ñèíãóëÿðíûõ êîñ, òîãäà v = qt, u =
q− tq+a è q+a = 1. Ïîëó÷èì, ÷òî u = 1− t(1−a), v = t(1−a), q = 1−a.
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè âñå ëîêàëüíûå îäíîðîäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìî-
íîèäà ñèíãóëÿðíûõ êîñ SMn.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâëåíèå äàâàëî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ñèíãó-

ëÿðíûõ êîñ íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ìàòðèöû ϕ(τi) áûëè îáðàòèìû. Òàê
êàê det(φ(τi)) = a(t+ 1)− t, òî ïðè a ̸= t

t+1 ìàòðèöà φ(τi) îáðàòèìà è φ
äàåò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SBn. □

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ïðèâîäèìî è ïî íåìó ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó Bn → GLn−1(Z[t±1]),
êîòîðîå óæå íåïðèâîäèìî. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëî-
ãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ïîñòðîåííîãî âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû SBn.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü n ≥ 3 è φr(σ1), . . . , φ
r(σi−1), φ

r(τ1) . . . , φ
r(τi−1) �

êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n−1 íàä ïîëåì C, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè

φr(σ1) =

 −t 0 0
1 1 0
0 0 En−3

 , φr(σn−1) =

 En−3 0 0
0 1 t
0 0 −t

 ,

φr(σi) =


En−2 0 0 0 0
0 1 t 0 0
0 0 −t 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 En−i−2

 ,
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φr(τ1) =

 1 + t(a− 1) t(1− a) 0
1− a a 0
0 0 En−3

 ,

φr(τn−1) =

 En−3 0 0
0 1 t(1− a)
0 0 t(a− 1) + a

 ,

φr(τi) =


En−2 0 0 0 0
0 1 t(1− a) 0 0
0 0 t(a− 1) + a 0 0
0 0 1− a 1 0
0 0 0 0 En−i−2

 ,

ïðè 1 < i < n−1. Òîãäà äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n−1 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

C−1φ(σi)C =

(
φr(σi) 0
∗i 1

)
, C−1φ(τi)C =

(
φr(τi) 0
∗i 1

)
, (6.1)

C =


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0
... 1

 , (6.2)

∗i � ñòðîêà äëèíû n− 1, ðàâíàÿ íóëåâîé ñòðîêå ïðè i < n− 1 è ðàâíàÿ
(0, . . . , 0, 1) ïðè i = n− 1.
Îòîáðàæåíèå

σi 7→ φr(σi), τi 7→ φr(τi), i = 1, 2, . . . , n− 1,

îïðåäåëÿåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SBn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò òåì æå èäåÿì, ÷òî è
äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû äëÿ ãðóïïû êîñ (ñì., íàïðè-
ìåð, [30, ïàðàãðàô 3.3]).
Ðàññìîòðèì ìàòðèöû φ(σi), φ(τi) ∈ GLn(C), i = 1, . . . , n−1 è ïðîâåðèì

ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (6.1). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà ðàâíîñèëü-
íû ðàâåíñòâàì:

φ(σi)C = C

(
φr(σi) 0
∗i 1

)
, φ(τi)C = C

(
φr(τi) 0
∗i 1

)
,

êîòîðûå ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè. Òàêèì îáðà-
çîì, îòîáðàæåíèå

σi → φr(σi), τi → φr(τi), i = 1, 2, . . . , n− 1,

çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå φr : SBn → GLn−1(C). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðèâåäåííîå
ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, çàêëþ÷àåì, ÷òî è ïðåä-
ñòàâëåíèå φr òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. □
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7 Ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîèäà SMn àâòîìîðôèçìàìè

ñâîáîäíîé ãðóïïû

Â [31] ïîñòðîåíû ïðåäñòàâëåíèÿ ìîíîèäà ñèíãóëÿðíûõ êîñ SMn â ìíî-
æåñòâî ýíäîìîðôèçìîâ End(Fn) ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn, ïðîäîëæàþùèå
ïðåäñòàâëåíèÿ Àðòèíà Bn → Aut(Fn):

Φ1(τi) :

 xi → xixi+1xix
−1
i+1x

−1
i ,

xi+1 → xixi+1x
−1
i ,

xj → xj , j ̸= i, i+ 1,
Φ1(σ1) :

 xi → xixi+1x
−1
i ,

xi+1 → xi,
xj → xj , j ̸= i, i+ 1,

Φ2(τi) :


xi 7−→ x−1

i+1 xi xi+1,

xi+1 7−→ x−1
i+1x

−1
i xi+1xixi+1,

xj 7−→ xj , j ̸= i, i+ 1,

Φ2(σi) :

 xi 7−→ xi xi+1 x
−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xj 7−→ xj , j ̸= i, i+ 1,

Φ3(τi) :


xi 7−→ xix

−1
i+1 x

−1
i xi+1 xi,

xi+1 7−→ x−1
i x−1

i+1 xi x
2
i+1,

xj 7−→ xj , j ̸= i, i+ 1,

Φ3(σi) :

 xi 7−→ xi xi+1 x
−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xj 7−→ xj , j ̸= i, i+ 1,

Φ4,n(τi) :


xi 7−→ x−1

i+1 (x
−1
i xi+1)

n,

xi+1 7−→ (x−1
i+1xi)

n+1 xi+1,
xj 7−→ xj , j ̸= i, i+ 1,

Φ4,n(σi) :

 xi 7−→ xi xi+1 x
−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xj 7−→ xj , j ̸= i, i+ 1,

ãäå n ≥ 1.
Âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðîäîëæåíèè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé íà ãðóïïó ñèí-

ãóëÿðíûõ êîñ. Ïóñòü Tn = ⟨τ1, τ2, . . . , τn−1⟩ � ïîäãðóïïà ãðóïïû SBn,
ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè τ1, τ2, . . . , τn−1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3. 1) Ïðåäñòàâëåíèå Φ1 îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå
SBn → Aut(Fn). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Â ÷àñò-
íîñòè, îíî ñîäåðæèò íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ýëåìåíòîâ σ2i τ

−1
i , i =

1, 2, . . . , n−1. Îãðàíè÷åíèå Φ1 íà ãðóïïó Tn = ⟨τ1, τ2, . . . , τn−1⟩ ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.
2) Ïðåäñòàâëåíèå Φ2 îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå SBn → Aut(Fn). Ýòî

ïðåäñòàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Â ÷àñòíîñòè, îíî ñîäåðæèò íîð-
ìàëüíîå çàìûêàíèå ýëåìåíòîâ σ2i τi, i = 1, 2, . . . , n − 1. Îãðàíè÷åíèå Φ2

íà ãðóïïó Tn ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.
3) Ïðåäñòàâëåíèå Φ3 íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ïðåäñòàâëåíèÿ

SBn → Aut(Fn) ãðóïïû ñèíãóëÿðíûõ êîñ.
4) Îòîáðàæåíèå Φ4,n(τ1) : F2 → F2 íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì

ãðóïïû F2 = ⟨x1, x2⟩, à ïîòîìó Φ4,n íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì SBn →
Aut(Fn).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Φ1(τi) = Φ1(σ
2
i ), i = 1, 2, . . . , n−

1. Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè âçÿòü ïîäãðóï-
ïó ãðóïïû Bn, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè σi, i = 1, 2, . . . , n − 1, òî âñå
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íåòðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ýòîé ïîäãðóïïû ñëåäóþò èç ñîîòíîøåíèé:

[σi, σj ] = e, |i− j| > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà Tn. Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå Φ1 íà
Bn òî÷íîå è Φ1(τi) = Φ1(σ

2
i ) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n−1, òî ïîëó÷àåì, ÷òî

îãðàíè÷åíèå Φ1 íà Tn ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.
2) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Φ1(τi) = Φ1(σi)

−2, i = 1, 2, . . . , n − 1. Âòîðàÿ
÷àñòü ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ðåçóëüòàòà 1) îòîáðàæåíèå σi 7→ σ−1

i , i =
1, 2, . . . , n− 1, èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû Bn.
3) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Φ3(τ1) íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì F2 =

⟨x1, x2⟩ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìååò îáðàòíîãî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
ôàêòà âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì À. È. Ìàëüöåâà: åñëè F2 =
⟨x, y⟩ � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà 2 è u, v ∈ F2, òî F2 = ⟨u, v⟩ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò w ∈ F2 òàêîå, ÷òî

[x, y] = w−1[u, v]w èëè [x, y] = w−1[v, u]w.

Åñëè Φ3(τ1) � àâòîìîðôèçì, òî u = x1x
−1
2 x−1

1 x2x1 è v = x−1
1 x−1

2 x1x
2
2

ïîðîæäàåò ãðóïïó ⟨x1, x2⟩, íî

[u, v] = x−1
1 x−1

2 x1x2x
−1
1 x−2

2 x−1
1 x2x

2
1x2,

[v, u] = x−1
2 x−2

1 x−1
2 x1x

2
2x1x

−1
2 x−1

1 x2x1.

.
4) Îòîáðàæåíèå Φ4,n(τ1) èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå Z2 → Z2 ñ ìàòðèöåé(

−n n+ 1
n+ 1 −n

)
.

Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû −2n− 1 íå ðàâåí ±1 ïðè n ≥ 1,
òî Φ4,n(τ1) íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.

□

Â [32] ïîñòðîåíû íåêîòîðûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Tn â ãðóïïóAut(Fn).
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêèå èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî
ïðîäîëæèòü äî ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SBn?
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