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Ïðåäñòàâëåíî Í.Ñ. Àðêàøîâûì

Abstract: In contrast to the author's previous work [1], we obtain
a limit theorem for the distribution of the crossing number of a
strip by trajectories of a random walk with small drift without
the requirement of the existence of an exponential moment of the
jump distribution (Cram�er's condition).

Keywords: random walk, crossing number of a strip, limit theorem,
factorization method.

Ïóñòü Y, Y1, Y2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì

EY = 0, EY 2 = σ2 <∞. (1)

Äëÿ ε > 0 ââåäåì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

X = X(ε) = Y − ε, Xk = Xk(ε) = Yk − ε, k ≥ 1,

Lotov, V.I., Asymptotic distribution of the crossing number of a strip by

random walk with small drift.
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è ïóñòü

Sn = Sn(ε) =

n∑
k=1

Xk(ε), n ≥ 1, S0 = 0.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó N = N(ε), ðàâíóþ ÷èñëó
ïåðåñå÷åíèé ñíèçó ââåðõ ïîëîñû −a ≤ y ≤ b íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè òî÷åê (x, y) òðàåêòîðèåé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ {(n, Sn(ε)), n ≥ 0},
−a < 0 < b.
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñíà÷àëà ìîìåíòû îñòàíîâêè (âîçìîæíî, íåñîá-

ñòâåííûå):

τ+0 = τ−0 = 0, τ−i = inf{n > τ+i−1 : Sn ≤ −a},

τ+i = inf{n > τ−i : Sn ≥ b}, i ≥ 1.

Ïîëàãàåì âñåãäà inf ∅ = ∞.
Î÷åâèäíî, P(N(ε) ≥ k) = P(τ+k < ∞). Äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé

ñ íåíóëåâûì ñíîñîì ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû êîíå÷íî ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà, îäíàêî ïðè ñòðåìëåíèè ñíîñà ê íóëþ ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé íåîãðà-
íè÷åííî ðàñòåò.
Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N(ε) ïðè óñëîâèè, ÷òî ε→ 0.
Íàõîæäåíèå òî÷íûõ ôîðìóë äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ðàçëè÷íûõ ôóíêöèî-

íàëîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìîìåíòîì äîñòèæåíèÿ òðàåêòîðèåé ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ îïðåäåëåííûõ ãðàíèö, äîñòóïíî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ
ñèòóàöèé. Äëÿ áëóæäàíèé îáùåãî âèäà ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ
ðàçëè÷íûìè àïïðîêñèìàöèÿìè èñêîìûõ ðàñïðåäåëåíèé è èõ õàðàêòåðè-
ñòèê. Òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àïïðîêñèìàöèé ÿâëÿåò-
ñÿ èñïîëüçîâàíèå ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé íóæíûõ
ðàñïðåäåëåíèé â ðàìêàõ ïîäõîäÿùåãî ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Îäèí èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà â ãðàíè÷íûõ

çàäà÷àõ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñíîñ ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èçâåñòíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé,
â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ îò
òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ýòîé ñèòóàöèè, ñì. [1] è ëèòåðàòóðó
òàì. Òåîðåìû òàêîãî ñîðòà îáû÷íî îòíîñÿò ê èññëåäîâàíèþ ïåðåõîäíûõ
ÿâëåíèé. Ïîëó÷åííûå íà ýòîì ïóòè ðåçóëüòàòû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
îïèñàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ â óñëîâèÿõ áîëüøîé
íàãðóçêè, ñì. [2, �24] è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ òàì.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [1], ãäå ïðè ñîîòâåòñòâó-

þùåé íîðìèðîâêå áûëà óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó. Ïðè ýòîì íà ñêà÷êè ñëó÷àé-
íîãî áëóæäàíèÿ íàêëàäûâàëîñü óñëîâèå Êðàìåðà î ñóùåñòâîâàíèè ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî ìîìåíòà. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå
àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà áåç óñëîâèÿ Êðàìåðà.
Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà èç [1]. Äëÿ ýòîãî ïî-

òðåáóåòñÿ ââåñòè ðÿä îáîçíà÷åíèé.
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Îáîçíà÷èì ψ(λ) = E eλY è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå óñëîâèå (A) êðàìå-
ðîâñêîãî òèïà, âêëþ÷àþùåå ñëåäóþùèå äâà ïóíêòà.

(A1) Ðàñïðåäåëåíèå Y ñîäåðæèò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó.
(A2) Äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0 âûïîëíÿåòñÿ ψ(γ) + ψ(−γ) <∞.
Ïîëîæèì òàêæå

η+ = min{n ≥ 1 : Sn ≥ 0}, η− = min{n ≥ 1 : Sn < 0},

è ïóñòü

χ± = Sη± , ρ = ρ(ε) =
E(χ2

+; η+ <∞)

2E(χ+; η+ <∞)
+

Eχ2
−

2E|χ−|
.

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííûå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò ε. Ñóùåñòâîâàíèå ìîìåí-
òà Eχ2

− îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì (1) (ñì. [3, Th. 3.1]). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
E(χ2

+; η+ < ∞) < ∞, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ E |Y |3 < ∞ ([2,
Ch. 4, Th. 10]).

Òåîðåìà 1. [1] Ïóñòü äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y , ââåäåííîé â (1), âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (A). Òîãäà äëÿ êàæäîãî t ≥ 0

P

(
2εN(ε)

σ2
≥ t

)
= e−t(ρ(ε)+a+b) +O(ε), ε > 0, ε→ 0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (y) = P(Y < y) íåïðåðûâíà
è èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó, íîñèòåëü êîòîðîé ñî-
äåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ. Ïóñòü EY = 0 è E |Y |3+κ < ∞
äëÿ íåêîòîðîãî κ > 0. Òîãäà

P

(
2εN(ε)

σ2
≥ t

)
= e−t(ρ(0)+a+b) +O(ε), ε > 0, ε→ 0,

ãäå ρ(0) = lim
ε→0

ρ(ε).

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà ïîâòîðèì ðÿä íåîáõîäèìûõ ñâåäå-
íèé, ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåííûõ â [1]. Ïóñòü äëÿ |z| ≤ 1, Reλ = 0

rz±(λ) = 1−E
(
zη± exp{λχ±}; η± <∞

)
. (2)

Õîðîøî èçâåñòíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå, íàçûâàåìîå ÷àñòî ôàêòîðè-
çàöèåé Âèíåðà � Õîïôà:

rz+(λ) rz−(λ) = 1− zE eλX , |z| ≤ 1, Reλ = 0.

Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç Π ìíîæåñòâî ôóíêöèé g, èìåþùèõ âèä

g(λ) =

∞∫
−∞

eλydG(y),

∞∫
−∞

|dG(y)| <∞. (3)
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Êàê è â ðÿäå ðàáîò (ñì. [1] è ññûëêè òàì), ââîäèì îïåðàòîðû A è B ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè g ∈ Π ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ
ïðè |z| < 1, Reλ = 0

(Ag)(z, λ) = rz−(λ)
[
r−1
z−(λ)g(λ)

](−∞,−a]
,

(Bg)(z, λ) = rz+(λ)
[
r−1
z+(λ)g(λ)

][b,∞)
,

ãäå ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå[ ∞∫
−∞

eλydG(y)

]D
=

∫
D

eλydG(y)

äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî D ⊂ R.
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 â [1] ÿâèëîñü

óñòàíîâëåííîå â [4] ïðåäñòàâëåíèå

E
(
zτ

+
k exp{λSτ+k }; τ

+
k <∞

)
= ((BA)ke)(z, λ), (4)

â êîòîðîì e(λ) = e(z, λ) ≡ 1 è ñòåïåíü îïåðàòîðà ïîíèìàåòñÿ êàê ñóïåð-
ïîçèöèÿ. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò

P(N(ε) ≥ k) = P(τ+k <∞) = lim
z→1

((BA)ke)(z, 0). (5)

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â [1] ñâîäèëèñü ê àíàëèçó àñèìïòîòè÷åñêî-
ãî ïîâåäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (5) ïðè ε→ 0, îñíîâûâàÿñü íà óæå èçâåñòíûõ
ñâîéñòâàõ îïåðàòîðîâ A è B ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Êðàìåðà. Ôîðìó-
ëà (5) òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.
Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû. Ïîêàæåì, êàê óòâåðæäå-

íèå ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü áåç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì òåîðåìû 2 ïðåäïîëàãàåì òåïåðü, ÷òî ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y) = P(Y < y) íåïðåðûâíà è èìååò àáñîëþòíî
íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó, íîñèòåëü êîòîðîé ñîäåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñò-
íîñòü íóëÿ. Ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X = Y − ε ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0. Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñðåçàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y (n), n ≥ 1, òàêèõ, ÷òî Y (n) = Y ,
åñëè Y ∈ [−Ln,Kn], è Y (n) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ×èñëà Ln è Kn

âûáèðàþòñÿ òàêèìè, ÷òî Ln → ∞, Kn → ∞ è

EY (n) = EY = 0, EY 2 −E (Y (n))2 = σ2 − σ2n ≤ Cε

ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0. Òàêîé âûáîð ñðåçîê âîçìîæåí â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F . Îáîçíà÷èì

X(n) = Y (n) − ε, Fn(y) = P(X(n) < y).

ßñíî, ÷òî Fn(y) → F (y+ε) ïðè n→ ∞. Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X
(n)
1 , X

(n)
2 , . . . , îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñ X(n), è ïóñòü S
(n)
k = X

(n)
1 + · · · + X

(n)
k . Èíäåêñ n ó îïåðàòîðîâ A è
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B, ó âåëè÷èí χ±, ρ, N è σ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ýòè îáúåêòû ïîñòðîåíû

ïî ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ {S(n)
k , k ≥ 1}. Ýòî áëóæäàíèå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû 1, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðè êàæäîì n è t ≥ 0

P

(
2εNn(ε)

σ2n
≥ t

)
= exp{−t(ρn(ε) + a+ b)}+O(ε), ε→ 0. (6)

Ëåììà 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 îöåíêà O(ε) = On(ε) â (6) âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâíîìåðíî ïî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîàíàëèçèðóåì áîëåå äåòàëüíî âûâîä îöåíêè O(ε)
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 â [1] ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àéíîìó áëóæ-

äàíèþ {S(n)
k , k ≥ 1} ïðè ôèêñèðîâàííîì n. Êîìïîíåíòû ôàêòîðèçàöèè

òîæå áóäóò â ýòîì ñëó÷àå çàâèñåòü îò n, îäíàêî, ÷òîáû èçáåæàòü ãðî-
ìîçäêèõ îáîçíà÷åíèé, íà ïðîòÿæåíèè ýòîé ëåììû ìû ñîõðàíèì äëÿ íèõ
ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ rz±(λ).

Îáîçíà÷èì φn(λ) := E exp{λX(n)} è ïóñòü ÷èñëà λ
(n)
± (z) ÿâëÿþòñÿ

âåùåñòâåííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ 1 − zφn(λ) = 0 äëÿ z, áëèçêèõ

ê åäèíèöå, z ≤ 1, λ
(n)
− (z) ≤ 0 ≤ λ

(n)
+ (z). Êðîìå òîãî, λ

(n)
− (1) = 0,

λ
(n)
+ (1) = hn > 0 âñëåäñòâèå óñëîâèÿ EX(n) < 0. Â äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû 1 â [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî ñõîäèìîñòü âûðàæåíèé ïðè ε→ 0 ýêâèâà-
ëåíòíà ñõîäèìîñòè ïðè hn → 0 è ïîðÿäîê ìàëîñòè ïðè hn → 0 ñîâïàäàåò
ñ ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïðè ε→ 0. Â ñâÿçè ñ ýòèì â [1] ïåðâîíà÷àëüíî èññëå-
äîâàëàñü àñèìïòîòèêà ïðè hn → 0. Áóäåì ñëåäîâàòü òàêîìó æå ïîðÿäêó
äåéñòâèé. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè

1 = φn(hn) = φn(0) + hnφ
′
n(0) +

h2n
2
φ′′
n(0) + . . .

= 1− hnε+
h2n
2
E (X(n))2 +O(h3n), hn → 0,

ïîðÿäîê ìàëîñòè O(h3n) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî ïî n âñëåäñòâèå óñëîâèÿ

E |X(n)|3+κ ≤ E |X|3+κ <∞.

Ïîýòîìó ðàâíîìåðíî ïî n

ε =
E (X(n))2

2
hn +O(h2n) =

σ2n
2
hn +O(h2n), hn → 0. (7)

Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ε→ 0 âåëè÷èíà hn òàêæå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ òåì æå ïîðÿäêîì ìàëîñòè, êîòîðûé îäèí è òîò æå
äëÿ âñåõ n ≥ 1.
Âûâîä îöåíêè O(ε) â (6) îñíîâûâàëñÿ â [1] íà ïîëó÷åíèè ðàâíîìåðíûõ

(ïî h è îäíîâðåìåííî ïî ε) îöåíîê äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ãëàâíûõ ÷ëåíàõ
àñèìïòîòèêè ïðè h→ 0 âåëè÷èí

r1+(0), r1−(h), lim
z→1

ψz+(0), lim
z→1

ψz−(h), (8)
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ãäå

ψz±(λ) = r−1
z± (λ)− 1

(λ− λ±(z))r′z±(λ±(z))
.

Íàì òåïåðü ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâíîìåðíîñòü ýòèõ îöåíîê ïî n ïðè-

ìåíèòåëüíî ê ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ {S(n)
k , k ≥ 1}.

Óñòàíîâëåíî â [1], ÷òî ïðè hn → 0

r1+(0) = −hnr′1+(hn) +
h2n
2
r′′1+(hn) +O(h3n), (9)

r1−(hn) = hnr
′
1−(0) +

h2n
2
r′′1−(0) +O(h3n). (10)

Ýòè ôîðìóëû ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ðàçëîæåíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

rz±(λ) ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ λ
(n)
± (z), ãäå ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî

rz+(λ
(n)
+ (z)) = 0, rz−(λ

(n)
− (z)) = 0:

rz+(λ) = (λ− λ
(n)
+ (z)) r′z+(λ

(n)
+ (z)) +

(λ− λ
(n)
+ (z))2

2
r′′z+(λ

(n)
+ (z)) + . . . ,

rz−(λ) = (λ− λ
(n)
− (z))r′z−(λ

(n)
− (z)) +

(λ− λ
(n)
− (z))2

2
r′′z−(λ

(n)
− (z)) + . . . .

Ýòè æå ðàçëîæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ôîðìóëàì

ψz+(λ) = −
r′′z+(λ

(n)
+ (z))

2(r′z+(λ
(n)
+ (z)))2

+

+(λ− λ
(n)
+ (z))

(
(r′′z+(λ

(n)
+ (z)))2

4(r′z+(λ
(n)
+ (z)))3

−
r′′′z+(λ

(n)
+ (z))

6(r′z+(λ
(n)
+ (z)))2

)
+O((λ− λ

(n)
+ (z))2),

ψz−(λ) = −
r′′z−(λ

(n)
− (z))

2(r′z−(λ
(n)
− (z)))2

+

+(λ− λ
(n)
− (z))

(
(r′′z−(λ

(n)
− (z)))2

4(r′z−(λ
(n)
− (z)))3

−
r′′′z−(λ

(n)
− (z))

6(r′z−(λ
(n)
− (z)))2

)
+O((λ− λ

(n)
− (z))2),

îòêóäà ñëåäóåò

lim
z→1

ψz+(0) = −
r′′1+(hn)

2(r′1+(hn))
2
− hn

(
(r′′1+(hn))

2

4(r′1+(hn))
3
−

r′′′1+(hn)

6(r′1+(hn))
2

)
+O(h2n),

(11)

lim
z→1

ψz−(hn) = −
r′′1−(0)

2(r′1−(0))
2
+hn

(
(r′′1−(0))

2

4(r′1−(0))
3
−

r′′′1−(0)

6(r′1−(0))
2

)
+O(h2n). (12)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé (9)�(12) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìîìåíòû ïå-

ðåñêîêîâ χ
(n)
± . Èç (2) ñëåäóåò

r1+(λ) = 1−E
(
exp{λχ(n)

+ }; η(n)+ <∞
)
, r1−(λ) = 1−E

(
exp{λχ(n)

− }
)
.



870 Â.È. ËÎÒÎÂ

Íàñ èíòåðåñóþò ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé, ïîýòîìó ïðè hn → 0 ïîëó-
÷àåì, ê ïðèìåðó,

r′1+(hn) = −E(χ
(n)
+ ehnχ

(n)
+ ; η

(n)
+ <∞) = −E(χ

(n)
+ ; η

(n)
+ <∞) +O(hn),

r′1−(0) = −E(χ
(n)
− ehnχ

(n)
− ) = −E(χ

(n)
− ) +O(hn).

Òî÷íî òàê æå íåòðóäíî âûðàçèòü ÷åðåç ìîìåíòû ïåðåñêîêîâ ãëàâíûå
÷ëåíû îñòàâøèõñÿ âåëè÷èí èç (8).
Ðàñïðåäåëåíèå Fn èìååò ìîìåíòû ëþáîãî ïîðÿäêà, êàæäûé èç íèõ

îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî ïî ε. Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà è ñõîäèìîñòè
Fn(y) → P(Y (n) < y) ïðè ε→ 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü êîìïîíåíò ôàê-

òîðèçàöèè è ìîìåíòîâ ïåðåñêîêîâ χ
(n)
± ëþáîãî ïîðÿäêà ê ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì êîìïîíåíòàì ôàêòîðèçàöèè è ìîìåíòàì ïåðåñêîêîâ äëÿ ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ ñ íóëåâûì ñíîñîì, ó êîòîðîãî ñêà÷êè ðàñïðåäåëåíû îäèíà-
êîâî ñ Y (n). Ýòè ôàêòû ñëåäóþò èç òåîðåì 1 è 2 â [5] è ôîðìóë (18) è
(22) òàì æå.
Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùèå íàñ ãëàâíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-

íèé äëÿ âåëè÷èí (8) ïðè hn → 0 (è îäíîâðåìåííî ïðè ε → 0) îïðåäåëÿ-

þòñÿ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèîíàëàìè îò ïåðâûõ ìîìåíòîâ ïåðåñêîêîâ χ
(n)
± ,

îòíîñÿùèõñÿ ê ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ {S(n)
k , k ≥ 1}. Âñëåäñòâèå (7) è

óêàçàííîé ñõîäèìîñòè êîìïîíåíò ôàêòîðèçàöèè è ìîìåíòîâ ïåðåñêîêîâ
ïîðÿäîê ìàëîñòè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ñîõðà-
íÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî n.
Âïðî÷åì, ìîæíî óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ ïåðåñêîêîâ è íå

ïðèáåãàÿ ê ðåçóëüòàòàì îáùåãî õàðàêòåðà èç [5], à âîñïîëüçîâàòüñÿ ÿâ-
íûì âèäîì çàâèñèìîñòè êîìïîíåíò ôàêòîðèçàöèè îò ε â íàøåì ñëó-
÷àå. Äåéñòâèòåëüíî, õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû: äëÿ |z| < 1,
Reλ = 0

rz−(λ) = exp

{
−

∞∑
k=1

zk

k
E
(
exp{λS(n)

k }; S(n)
k < 0

)}
,

rz+(λ) = exp

{
−

∞∑
k=1

zk

k
E
(
exp{λS(n)

k }; S(n)
k ≥ 0

)}
.

Ïóñòü Y
(n)
i = X

(n)
i + ε, T

(n)
k = Y

(n)
1 + · · · + Y

(n)
k , òîãäà ïðèâåäåííûå

âûøå ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò ôàêòîðèçàöèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

rz−(λ) = exp

{
−

∞∑
k=1

zk

k
E
(
exp{λ(T (n)

k − kε)}; T (n)
k < kε

)}
,

rz+(λ) = exp

{
−

∞∑
k=1

zk

k
E
(
exp{λ(T (n)

k − kε)}; T (n)
k ≥ kε

)}
.

Èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî ïðè ε → 0 êîìïîíåíòû
ôàêòîðèçàöèè rz±(λ) è èõ ïðîèçâîäíûå ïî λ ñòðåìÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
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ê êîìïîíåíòàì ôàêòîðèçàöèè è èõ ïðîèçâîäíûì, ïîñòðîåííûì ïî ñëó-

÷àéíîìó áëóæäàíèþ {T (n)
k , k ≥ 1} ñ íóëåâûì ñíîñîì. Ìîìåíòû ïåðåñêî-

êîâ χ
(n)
± èçâåñòíûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ôóíêöèé r1±(λ), è îíè òàêæå ñõîäÿòñÿ ïðè ε → 0 ê ñîîòâåòñòâóþùèì

ìîìåíòàì ïåðåñêîêîâ äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ {T (n)
k , k ≥ 1}.

Èç ñõîäèìîñòè ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ ïåðåñêîêîâ, ó÷àñòâóþùèõ â îïðå-
äåëåíèè âåëè÷èíû ρn(ε), âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ρn(ε) → ρn(0) ïðè ε → 0.
Áîëåå òîãî, ôóíêöèè rz±(λ) äèôôåðåíöèðóåìû ïî ε. Ðàññìàòðèâàÿ èõ
ðàçëîæåíèÿ (à òàêæå ðàçëîæåíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ) ïî ε â îêðåñòíîñòè
íóëÿ, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ε→ 0 ðàâíîìåðíî ïî n

Eχ
(n)
− (ε) = Eχ

(n)
− (0) +O(ε),

E
(
χ
(n)
+ (ε); η

(n)
+ (ε) <∞

)
= Eχ

(n)
+ (0) +O(ε),

è òàê æå îáñòîèò äåëî ñî âòîðûìè ìîìåíòàìè. Îòñþäà ïðîñòûìè âû÷èñ-
ëåíèÿìè óáåæäàåìñÿ, ÷òî ρn(ε) = ρn(0) +O(ε) ðàâíîìåðíî ïî n.
Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé (9)�(12)

ïðè ôèêñèðîâàííîì n è hn → 0 (ε→ 0) ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâó-

þùèõ âåëè÷èí, âû÷èñëåííûõ ïî ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ {T (n)
k , k ≥ 1},

è ïîðÿäîê ýòîé ìàëîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî n.
Äàëåå áóäåì óñòðåìëÿòü n → ∞. Íàðÿäó ñ óñëîâèåì E |Y |3+κ < ∞

ïðè âñåõ n ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ òàêæå E |Y (n)|3+κ ≤ C < ∞. Äàííîå ìî-

ìåíòíîå îãðàíè÷åíèå è ñõîäèìîñòü P(Y (n) < x) → P(Y < x) ïðè n→ ∞
âíîâü ïîçâîëÿþò â ñèëó ñîîòíîøåíèé (18) è (22) èç [5] óòâåðæäàòü ñõî-
äèìîñòü ïðè n → ∞ ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ äëÿ ïåðåñêîêîâ ñëó÷àéíîãî

áëóæäàíèÿ {T (n)
k , k ≥ 1} ê ñîîòâåòñòâóþùèì ìîìåíòàì äëÿ ïåðåñêîêîâ

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñî ñêà÷êàìè, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñ Y .
Â èòîãå çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε è áîëüøèõ n êîýôôèöèåíòû

ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé (9)�(12) ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåëè÷èí, âû÷èñëåííûõ ïî ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ, ñêà÷êè êî-
òîðîãî ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî ñ Y . Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíîñòü ïî
n îöåíêè On(ε) â (6) ïðè ε→ 0. Ëåììà äîêàçàíà. □

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå ïåðåïèñàòü (6) â
âèäå

P

(
2εNn(ε)

σ2n
≥ t

)
= exp{−t(ρn(0) + a+ b)}+O(ε), ε→ 0. (13)

Ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Íàðÿäó ñ (6) èìååì â ñèëó (5)

P(Nn(ε) ≥ k) = lim
z→1

((BnAn)
ke)(z, 0).

Äàëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, óñòàíîâëåí-
íûì â [6].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Fn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê F ïðè n → ∞ è F íåïðåðûâ-
íà. Ïóñòü òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gn ∈ Π òàêîâà, ÷òî
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gn(λ) → g(λ) ∈ Π, è â ïðåäñòàâëåíèè (3) ôóíêöèÿ G íåïðåðûâíà íà
ìíîæåñòâå [b,∞). Òîãäà ïðè |z| < 1 è Reλ = 0 âûïîëíÿåòñÿ

(Bngn)(z, λ) → (Bg)(z, λ), n→ ∞.

Åñëè ôóíêöèÿ G íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå (−∞,−a], òî
(Angn)(z, λ) → (Ag)(z, λ), n→ ∞.

Ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû âëå÷åò ïðè âñåõ k ≥ 1 è z ∈ (1− δ, 1) ñîîò-
íîøåíèå

((BnAn)
ke)(z, 0) → ((BA)ke)(z, 0), n→ ∞. (14)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ g ∈ Π ôóíêöèÿ (Ag)(z, λ) àíàëèòè÷íà â ïîëóïëîñ-
êîñòè Reλ > 0, à (Bg)(z, λ) â ñâîþ î÷åðåäü àíàëèòè÷íà â ïîëóïëîñêîñòè
Reλ < 0, ÷òî ñ çàïàñîì îáåñïå÷èâàåò óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà ôóíê-
öèþ g â òåîðåìå. Ïîýòîìó ïðè n→ ∞

(Ane)(z, 0) → (Ae)(z, 0),

(BnAne)(z, 0) → (BAe)(z, 0),

(AnBnAne)(z, 0) → (ABAe)(z, 0),

è ò.ä., òî åñòü ïðè ëþáîì k ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ (14).
Â ñèëó (4) âåëè÷èíû ((BnAn)

ke)(z, 0) è ((BA)ke)(z, 0) ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé z ∈ (1 − δ, 1), òî åñòü
îäíîâðåìåííî

P(N(ε) ≥ k) = lim
z→1

((BA)ke)(z, 0) = sup
z∈(δ,1)

((BA)ke)(z, 0),

P(Nn(ε) ≥ k) = lim
z→1

((BnAn)
ke)(z, 0) = sup

z∈(δ,1)
((BnAn)

ke)(z, 0),

P(N(ε) ≥ k) = sup
z∈(δ,1)

((BA)ke)(z, 0) = sup
z∈(δ,1)

lim
n→∞

((BnAn)
ke)(z, 0)

= lim
n→∞

sup
z∈(δ,1)

((BnAn)
ke)(z, 0) = lim

n→∞
P(Nn(ε) ≥ k).

Ïîëîæèì

t =
2εk

σ2
, tn =

2εk

σ2n
= t(1 +O(ε)).

Èñïîëüçóÿ (13) è ëåììó 1, ïîëó÷àåì â èòîãå ïðè ε→ 0

lim
n→∞

P(Nn(ε) ≥ k) = lim
n→∞

P

(
2ε

σ2n
Nn(ε) ≥ tn

)
= lim

n→∞

(
exp{−tn(ρn(ε) + a+ b)}+On(ε)

)
= lim

n→∞

(
exp{−t(1 +O(ε))(ρn(0) +O(ε) + a+ b)}+On(ε)

)
= lim

n→∞
exp{−t(ρn(0) + a+ b)}+O(ε) = exp{−t(ρ(0) + a+ b)}+O(ε).

Çäåñü èñïîëüçîâàíû óñëîâèå σ2n = σ2+O(ε), óñòàíîâëåííîå âûøå ñîîòíî-
øåíèå ρn(ε) = ρn(0)+O(ε), à òàêæå ñõîäèìîñòü ρn(0) → ρ(0) ïðè n→ ∞.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Àâòîð áëàãîäàðåí ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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