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Abstract. We consider the Cauchy problem for second-order elliptic
equations in an arbitrary bounded planar domain with Cauchy data only
on a part of the boundary of the domain. We derive a Carleman-type
formula for a solution to this problem and give a conditional stability
estimate. Then the result is applied to Maxwell’s system.
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1. Введение

Система уравнений Максвелла для периодических по времени полей записы-
вается в виде

rotH =
4πσ − iωε

c
E +

4π

c
j,

rotE =
iωµ

c
H,

где E,H — векторы напряженности электрического и магнитного поля, j =
j(x) — плотность внешних токов, ε, µ — диэлектрическая и магнитная проница-
емость, σ — проводимость среды, ω — частота колебаний.

Arbuzov, E.V., Bukhgeim, A.L., The Carleman formula for the Maxwell’s equa-
tions on a plane.
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В случае, когда электродинамические параметры среды и внешний ток не
зависят от одной из координат, система уравнений Максвелла приводится к
двум уравнениям Гельмгольца на плоскости относительно тех компонент элек-
трического и магнитного поля, которые соответствуют этой координате, а ос-
тальные компоненты находятся дифференцированием.

Таким образом, если характеристики поля измеряются или задаются внеш-
ним током только на части границы исследуемой области, то для нахождения
векторов E,H внутри области требуется решить задачу Коши для уравнения
Гельмгольца.

Решение данной задачи дается формулами типа Карлемана. В работе данная
формула получена для более общего случая эллиптического уравнения второго
порядка в каноническом виде, при этом используется метод, предложенный
в [1] Г. М. Голузиным и В. И. Крыловым, позволяющий найти решение с
помощью дополнительной функции со специальными свойствами на границе
области.

2. Постановка задачи и основной результат

В дальнейшем будем рассматривать R2 как комплексную плоскость C, где
x = (x1, x2) = x1 + ix2, i2 = −1, и использовать следующие обозначения:

∂̄ =
1
2
(∂1 + i∂2), ∂ =

1
2
(∂1 − i∂2), ∂j =

∂

∂xj
,

D =
(

2∂̄ 0
0 2∂

)
, Q =

(
0 b(x)

a(x) 0

)
, u =

(
u1(x)
u2(x)

)
.

Здесь a, b и uj являются комплексно-значными функциями.
Пусть Ω ⊂ C — ограниченная односвязная область, M ⊂ ∂Ω — участок

границы, состоящий из объединения конечного числа замкнутых дуг, ϕ(x) —
аналитическая в Ω функция, такая что

Re ϕ(x) =
{

1, x ∈ M ;
0, x ∈ ∂Ω \M.

(2.1)

Матрица Φ(x) =
(

ϕ(x) 0
0 ϕ̄(x)

)
.

Для вещественного числа τ > 0 и функции a(x) обозначим

a±τ = e±iτ2Imϕa,

и определим матрицу Qt
τ =

(
0 a−τ

bτ 0

)
.

Для решения задачи Коши

Lu = (D + Q)u = 0, u|M = uM ,

справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть a ∈ L∞, b ∈ W 1
∞, x0 ∈ Ω и ṽ(x) =

(
2∂̄E(x− x0)

0

)
, где

E(x) = − 1
2π ln(x2

1 + x2
2).
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Тогда найдётся число τ0 > 0, такое что при всех τ ≥ τ0 существует
векторо-значная функция w ∈ W 1

p , 1 < p < 2, которая является решением
уравнения

Dw −Qt
τw = Qt

τ ṽ, (2.2)
и для первой компоненты решения u справедливо равенство

u1(x0) = limτ→∞

∫

M

e−τϕ(x0)(eτΦ(x)Nu, ṽ + w)ds. (2.3)

где N =
(
n 0
0 n̄

)
, n = n1+in2 — вектор единичной внешней нормали к границе

области.
При этом, для любого ε > 0 выполняется оценка

|u1(x0)| ≤ εl(u) + C(ε)‖u‖C(M), (2.4)

где
l(u) = ‖u‖C(∂Ω\M), C(ε) = ε(ε/c)1/Reϕ(x0),

и константа c не зависит от τ.
При доказательстве этой теоремы использовались утверждения, приведен-

ные в следующих разделах.

3. Оператор сжатия S

Пусть Cα(Ω) — гёльдеровское пространство функций с нормой || · ||α, α ∈
(0, 1). Обозначим через C1+α(Ω) пространство функций u ∈ C1(Ω) с ∂ju ∈
Cα(Ω).

Рассмотрим P — интегральный оператор Коши

P(u)(x) =
1
π

∫

Ω

u(y)
x− y

dy, dy = dy1 dy2, (3.1)

и P — оператор с сопряженным ядром (x− y)−1.
Для вещественного числа τ > 0 возьмём функции a−τ , bτ и определим опера-

тор S
Su =

1
4
PbτPa−τu, (3.2)

В силу свойств оператора Коши, доказанных в [2], для оператора S справед-
ливо следующее утверждение.

Лемма 3.1. Для оператора S справедливы следующие оценки:
1) При a, b ∈ L∞, τ > 0

||Su||W 1
p
≤ c||u||Lp , 1 < p < ∞. (3.3)

2) При a ∈ Lp, p > 2, b ∈ Cα, и τ > τ0, для некоторого числа τ0 > 0

||Su||1+α ≤ cτα||u||α, α ∈ (0, 1− 2/p). (3.4)

3) Если a ∈ L∞, b ∈ W 1
∞, то для всех u ∈ Lp, 1 < p < ∞, и при любом τ > 0

||Su||Lp ≤ cτ−1/3||u||Lp . (3.5)

4) Если a ∈ Lp, p > 2, b ∈ W 1
∞, то существует τ0, такое что для всех

u ∈ Cα, α ∈ (0, 1− 2/p], и при любом τ ≥ τ0

||Su||α ≤ cτ−β ||u||α, β =
1− α

2p + 1
. (3.6)
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Константы c в этих оценках зависят от соответствующих норм функций a и
b, и не зависят от u или числа τ .

4. Специальное решение уравнения Ltv = f

Из формулы Грина∫

Ω

(Lu,v)dx =
∫

Ω

(u, Ltv)dx +
∫

∂Ω

(Nu,v)ds, (4.1)

в которой (u,v) = u1v1 + u2v2, матрица N =
(

n 0
0 n̄

)
, где n = n1 + in2

— вектор единичной внешней нормали к границе области ∂Ω, определяется
транспонированный оператор Lt:

Lt = −D + Qt, Qt =
(

0 a
b 0

)
.

Для данного оператора справедливы следующие утверждения.

Лемма 4.1. Пусть a ∈ L∞, b ∈ W 1
∞, и функция ṽ(y) =

(
2∂E∆

0

)
,

E∆(x) = − 1
2π ln(x2

1 + x2
2).

Тогда найдётся число τ0 > 0, такое что при всех τ ≥ τ0 существует

решение уравнения Ltv = −eτϕ

(
δ
0

)
, которое можно представить в виде

v = eτΦ(ṽ + w),

где вектор-функция w определяется формулами

w2 = (I− S)−1Pbτ∂E∆, (4.2)

w1 =
1
2
Pa−τw2. (4.3)

При этом, w ∈ W 1
p , 1 < p < 2.

Лемма 4.2. Пусть a ∈ L∞, b ∈ W 1
∞, и функция ṽ(y) =

(
2∂E∆

bτE∆

)
,

E∆(x) = − 1
2π ln(x2

1 + x2
2).

Тогда найдётся число τ0 > 0, такое что при всех τ ≥ τ0 существует

решение уравнения Ltv = −eτϕ

(
δ
0

)
, которое можно представить в виде

v = eτΦ(ṽ + w),

где вектор-функция w определяется формулами

w2 = (I− S)−1
(1
4
PbτPg1 +

1
2
Pg2

)
, (4.4)

w1 =
1
2
Pg1 +

1
2
Pa−τw2, (4.5)

для
g =

(
ab

−2(∂b)τ − τbτ2∂ϕ

)
E∆.

При этом, w ∈ W 1
p ∩ Cα, p > 2, α ∈ (0, 1− 2/p].
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Зафиксируем точку x0 ∈ Ω и возьмём функцию v(x) из леммы 4.1, в которой
E∆ = E∆(x − x0). Тогда для решения уравнения Lu = 0 из формулы Грина
(4.1) получим формулу для представления первой компоненты векторозначной
функции u в точке x0:

u1(x0) =
∫

∂Ω

e−τϕ(x0)(eτΦ(x)Nu, ṽ + w)ds.

Из данной формулы, с учётом свойств функции ϕ следует формула типа Кар-
лемана (2.3).

Если определить v по формуле из леммы 4.2, то вектор-функция w будет
зависеть от τ и ∂ϕ. В этом случае, для получения формулы типа Карлемана,
функция ϕ выбирается следующим образом. Пусть ∂Ω ∈ C1+α и M ′ — замкну-
тое подмножество intM ненулевой меры, тогда в качестве ϕ выберем аналити-
ческую в Ω функцию, такую что

Re ϕ(x) =
{

1, x ∈ M ′;
0, x ∈ ∂Ω \M ; Reϕ(x) ∈ C∞(∂Ω).

5. Формула Карлемана для эллиптического уравнения второго
порядка

Пусть M ⊂ ∂Ω1 — участок границы области Ω1 ⊂ R2, состоящий из объеди-
нения конечного числа замкнутых дуг. Для функции u(x, y) ∈ C2(Ω1)∩C1(Ω1)
рассматривается задача Коши для эллиптического уравнения второго порядка
в каноническом виде:

∆u + a1ux1 + a2ux2 + a0u = 0, (5.1)

u|M = u0,
∂

∂n
u|M = u′0,

где коэффициенты a0 ∈ C(Ω1), a1, a2 ∈ C1(Ω1), и данные Коши u0 ∈ C1(M),
u′0 ∈ C(M).

Рассмотрим функцию A = a1 − ia2, и определим векторозначную функцию
u с компонентами

u1 = e
1
4PĀu, u2 = e

1
4PA(2∂̄u +

1
2
Āu).

Теорема 5.1. Пусть x0 ∈ Ω1, и Ω ⊂ Ω1 — односвязная область с границей
класса C1+α, такая что x0 ∈ Ω и M ⊂ ∂Ω. Функция ϕ — аналитическая в Ω

и определяется формулами (2.1), матрицы Φ =
(

ϕ 0
0 ϕ̄

)
, и N =

(
n 0
0 n̄

)
,

n = n1 + in2 — вектор единичной внешней нормали к границе области ∂Ω.
Тогда решение уравнения (5.1) в точке x0 находится по формуле

u(x0) = e−
1
4PĀlimτ→∞

∫

M

e−τϕ(x0)(eτΦ(x)Nu, ṽ + w)ds, (5.2)

где ṽ(y) =
(

2∂E∆(x− x0)
0

)
, E∆(x) = − 1

2π ln(x2
1+x2

2), а функция w находится

по формулам (4.2)-(4.3) для

a = e
1
4 (PA−PĀ)(a0 − ∂Ā− 1

4
|A|2), b = −e

1
4 (PĀ−PA).
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Эллиптические уравнения общего вида, с помощью соответствующей замены
переменных, можно привести к каноническому виду во всей рассматриваемой
области ([2]).

6. Приложение к системе уравнений электродинамики

Электромагнитное поле характеризуется векторами E и H напряженностей
электрического и магнитного полей и векторами D и B электрической и маг-
нитной индукции. Полная система уравнений Максвелла, связывающая эти
величины, имеет вид (в Гауссовой системе CGS):

rotH =
1
c

∂D

∂t
+

4π

c
j +

4π

c
je, rotE = −1

c

∂B

∂t
,

divB = 0, divD = 4πρ,

где j — объемная плотность токов проводимости, je — объемная плотность
токов проводимости, происходящих от действия внешних ЭДС, ρ — объемная
плотность зарядов, c — скорость света в вакууме.

Для изотропных покоящихся сред и квазистационарных полей (когда про-
цессы поляризации и намагничивания успевают следовать за изменениями
поля) система дополняется материальными уравнениями:

D = εE, B = µH, j = σE,

где ε — диэлектрическая проницаемость среды, µ — магнитная проницаемость
среды, σ — проводимость.

Уравнения для дивергенций, с учетом закона сохранения заряда, определя-
ют константы интегрирования, поэтому полную систему уравнений Максвелла
можно записать в виде

rotH =
ε

c

∂E

∂t
+

4π

c
σE +

4π

c
je, rotE = −µ

c

∂H

∂t
. (6.1)

В случае, когда величины, характеризующие электромагнитное поле, явля-
ются периодическими с частотой колебаний ω

E = ReẼ e−iωt, H = ReH̃ e−iωt,

je = Rej̃e e−iωt, ρ = Reρ̃ e−iωt,

переходя к комплексным амплитудам, систему (6.1) можно записать в виде

rotH =
4πσ − iωε

c
E +

4π

c
je, rotE =

iωµ

c
H. (6.2)

Если электродинамические параметры среды и внешний ток не зависят от
одной из координат (например, от x3), то система уравнений Максвелла приво-
дится к двум дифференциальным уравнениям относительно тех компонент
электрического и магнитного поля, которые соответствуют этой координате:

div(
1
β
∇H3) + αH3 = −∂x1(

γ

β
je 2)− ∂x2(

γ

β
je 1), (6.3)

div(
1
α
∇E3) + βE3 = −γje 3, (6.4)

где α = iωµ
c , β = 4πσ−iωε

c , γ = 4π
c , а остальные компоненты находятся диффе-

ренцированием:
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E1 =
1
β

H3
x2
− γ

β
je 1, E2 = − 1

β
H3

x1
− γ

β
je 2,

H1 =
1
α

E3
x2

, H2 = − 1
α

E3
x1

.

Если характеристики поля измеряются или задаются внешним током только
на части границы исследуемой области, то для нахождения векторов E, H
внутри области требуется решить задачу Коши для уравнений (6.3)–(6.4).

В случае, когда параметры среды являются гладкими функциями, после
замены E′ = − 1√

α
E3, H ′ = − 1√

β
H3 соответствующие компоненты электричес-

кого и магнитного полей будут являться решениями уравнений Гельмгольца.
Поэтому для определения компонент электромагнитного поля можно исполь-
зовать формулу типа Карлемана (5.2) для уравнения (5.1), в котором a1 =
a2 = 0.

7. Замечания

Формулы, позволяющие находить решение эллиптического уравнения в слу-
чае, когда данные Коши известны лишь на части границы области, получили
название формул типа Карлемана. В [3] Т. Карлеман доказал формулу, даю-
щую решение уравнения Коши — Римана в области специального вида. Разви-
вая его идею, Г.М. Голузин и В.И. Крылов [1] получили результат для опреде-
ления значений аналитических функций по данным, известным лишь на участ-
ке границы, уже для произвольных односвязных областей.

Формула типа Карлемана, в которой используется фундаментальное реше-
ние дифференциального оператора со специальными свойствами (названное
функцией Карлемана) была получена М. М. Лаврентьевым [4]. Применяя этот
метод, Ш. Я. Ярмухамедов [5] построил функции Карлемана для операторов
Лапласа и Гельмгольца с постоянным коэффициентом для пространственных
областей специального вида, когда часть границы области, где данные неизвес-
тны, является конической поверхностью либо гиперповерхностью {x3 = 0}.

В работe [6] Н. Н. Тархановым и А. А. Шлапуновым проведено исследование
достаточно общих эллиптических систем и даны критерии разрешимости со-
ответствующих задач Коши, а также формулы для их решения в терминах
базисов с двойной ортогональностью.

Используя экспоненциально растущие решения, Икехата [7] получил форму-
лу для решения уравнения Гельмгольца с переменным коэффициентом для
областей в пространстве, где неизвестные данные расположены на участке
гиперповерхности {x · s = t}.

Также в работах [8]–[14] получены формулы типа Карлемана для различных
эллиптических уравнений и систем.
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