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Abstract. Numerical investigation of a series of nonlinear problems

maybe realized with a help of so-called ¾parameter re�ection method¿.

This method is an e�ective way for study the solution dependence on

the model parameters due to the taking into account of the character

features of the considered mathematical model. There are some exam-

ples of the parameter re�ection method application by analysis of the

speci�c mathematical models of biological systems, which describe de-

velopment of organisms, their tissues and organs, and also the models of

molecular-genetic systems as the base of describing of biological systems

functioning.

Keywords: mathematical modeling, numerical analysis, parameter re-

�ection method, nonlinear equations, stationary solutions, biological sys-

tems, synthesis of substance, hypothetical gene networks.

1. Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå çàêîíîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, âûÿâëåíèå
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ âçàèìîñâÿçåé, ñóùåñòâóþùèõ ìåæäó ðàçëè÷íûìè
èåðàðõè÷åñêèìè óðîâíÿìè èõ îðãàíèçàöèè: ìîëåêóëÿðíî-ãåíåòè÷åñêèì,
áèîõèìè÷åñêèì, êëåòî÷íûì, òêàíåâûì, îðãàííûì è ò.ä., ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìîé íàóê î æèçíè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ øèðîêî
ïðèìåíÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû, à òàêæå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî
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ìîäåëèðîâàíèÿ ([1]�[19]). Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ çàâèñèò îò âîçìîæíîñòè ïðîâåäåíèÿ èõ ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

Îäíîé èç òðàäèöèîííûõ çàäà÷, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Âàæíîñòü äàííîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ òåì,
÷òî ýòî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî áîëåå ãëóáîêî ïîíÿòü çàêîíû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû (âûÿâëåíèå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ
ðåæèìîâ ïîâåäåíèÿ, òàêèõ êàê ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, àâòîêîëåáàíèÿ, àíàëèç
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé è ò. ä.), íî òàêæå ïîëó÷èòü âàæíóþ îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííóþ èíôîðìàöèþ. Íàïðèìåð, ïðåäñêàçûâàòü âëèÿíèå íà
áèîëîãè÷åñêè ñèñòåìó òåõ èëè èíûõ ìóòàöèé. ×àñòî èíôîðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ
ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ
äðóãèõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð,
ïîèñê ïîòåíöèàëüíûõ ìèøåíåé äëÿ ôàðìàêîëîãè÷åñêèõ ïðåïàðàòîâ, èëè
êîððåêòèðîâêà ïàðàìåòðîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû è ò. ä.

Îäíàêî, â ñèëó áîëüøîãî ðàçíîîáðàçèÿ áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ
(ôàêòè÷åñêè êàæäàÿ ðåàëüíàÿ áèîëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé
ïî ñâîåìó ñòðîåíèþ), íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ, îäèíàêîâî
ýôôåêòèâíî ðàáîòàþùèõ àáñîëþòíî äëÿ âñåõ òèïîâ ìîäåëåé. Äëÿ áîëåå óçêîãî
êëàññà âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïðè ó÷åòå ñïåöèôèêè
ñòðîåíèÿ ìîäåëåé.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû àíàëèçà ðÿäà ìîäåëåé ìåòîäîì
îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà [20]. Îáùèì â ýòèõ ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îäíîòèïíûõ óðàâíåíèé è ïî÷òè äèàãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà
ìàòðèöû ñâÿçåé. Ìîäåëè ïîäîáíîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ðàçâèòèÿ
îðãàíèçìîâ, èõ òêàíåé è îðãàíîâ, à òàêæå ïðè îïèñàíèè ìîëåêóëÿðíî-
ãåíåòè÷åñêèõ ñèñòåì, ëåæàùèõ â îñíîâå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ
ñèñòåì. ([5], [21]�[24]).

2. Îòîáðàæåíèå ïàðàìåòðà â ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ

ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî ïàðàìåòðó.

Ïðîáëåìó ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò ïàðàìåòðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèìåð
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà. Âåêòîðíàÿ çàïèñü ñèñòåìû èìååò
âèä:

(1) f(x, q) = 0,

Çäåñü f(x, q) � âåêòîð-ôóíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà x ñ êîìïîíåíòàìè
x1,x2, . . ., xn è ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà q, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â
(n + 1)-ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0, q0), â êîòîðîé âåêòîð-
ôóíêöèÿ f(x, q) îáðàùàåòñÿ â 0: f(x0, q0) = 0. Êàê èçâåñòíî, åñëè ìàòðèöà
ïðîèçâîäíûõ fx(x

0, q0) íå âûðîæäåíà, òî ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè (x0, q0), ãäå ñèñòåìà (1) îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íóþ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ âåêòîð-ôóíêöèþ x = x(q), ïðèíèìàþùóþ
çíà÷åíèå x0 ïðè q = q0.



396 Â.À. ËÈÕÎØÂÀÉ, Ñ.È. ÔÀÄÅÅÂ

Ïóñòü, êðîìå òîãî, â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, q0) îïðåäåëåíà (n × (n + 1))
ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ D ðàíãà n:

(2) D =

[
∂f

∂x1

∂f

∂x2

· · ·
∂f

∂xn

∂f

∂q

]
= [fxfq] , rank(D) = n.

Ïðè ýòîì àðãóìåíòû âåêòîð-ôóíêöèè f(x, q) ñòàíîâÿòñÿ ðàâíîïðàâíûìè â òîì
ñìûñëå, ÷òî ëþáîé èç íèõ ìîæåò èãðàòü ðîëü ïàðàìåòðà â ïðåäñòàâëåíèè
ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, q0). À
èìåííî, åñëè ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ â ìàòðèöå D ñòîëáöà ñ íîìåðîì k
îêàæåòñÿ, ÷òî îñòàâøèåñÿ ñòîëáöû îáðàçóþò íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó, òî
ñîîòâåòñòâóþùèé àðãóìåíò ñ íîìåðîì k ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïàðàìåòð
ñèñòåìû, â çàâèñèìîñòè îò êîòîðîãî îñòàëüíûå àðãóìåíòû áóäóò ïðåäñòàâëÿòü
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå

(3) xi = xi(xk), i = 1, 2, . . . , n, i ̸= k, q = q(xk),

ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (x0, q0). Òàê ÷òî ðàâåíñòâà (3) çàäàþò îòîáðàæåíèÿ
ïàðàìåòðà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2) ñèñòåìà (1) çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå
(x, q) ãëàäêóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ S ñ âîçìîæíûìè òî÷êàìè
¾ïîâîðîòà¿, â êîòîðûõ detfx(x, q) = 0. Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà
ðîëü ïàðàìåòðà ñèñòåìû èãðàåò îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà x.

Êàê èçâåñòíî, ÷èñëåííîå ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé S ñâÿçàíî
ñ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà q = q0 èçâåñòíî ðåøåíèå
ñèñòåìû (1) â âèäå (3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç z âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî
ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà (x, q) ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ êîìïîíåíòû ñ
èíäåêñîì k, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç µ. Îïðåäåëèâ âåêòîð ïðîèçâîäíûõ zµ
êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé fz è ïðàâîé ÷àñòüþ fµ íàéäåì ìàêñèìàëüíóþ
ïî ìîäóëþ êîìïîíåíòó âåêòîðà (zµ, 1) ñ èíäåêñîì j. Âåêòîð, ñîñòîÿùèé
èç êîìïîíåíò âåêòîðà (x, q) ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ êîìïîíåíòû ñ íîìåðîì
j, îáîçíà÷èì ÷åðåç u, à âû÷åðêèâàåìóþ êîìïîíåíòó � ÷åðåç λ. Âåêòîð
u ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðè òîì æå çíà÷åíèè
q = q0, íî ñ ïàðàìåòðîì λ. Ïðè ýòîì âåêòîð ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ uλ

íàõîäèòñÿ íîðìèðîâêîé êîìïîíåíò âåêòîðà (zµ, 1) ñ èñïîëüçîâàíèåì äëÿ
íîðìèðîâêè ìàêñèìàëüíîé ïî ìîäóëþ êîìïîíåíòû âåêòîðà (zµ, 1). Â ðåçóëüòàòå
ìàêñèìàëüíàÿ ïî ìîäóëþ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïðîèçâîäíûõ uλ áóäåò ðàâíà
1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî λ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð ñèñòåìû (1)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, q0). Ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ λ áóäåì íàçûâàòü
ïàðàìåòðèçàöèåé, à ñàì ïàðàìåòð λ � òåêóùèì ïàðàìåòðîì ñèñòåìû (1),
ïîñêîëüêó îí îïðåäåëÿåòñÿ ðåãóëÿðíî íà îäèí øàã ∆λ â ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ
ðåøåíèÿ.

Âåêòîð ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ uλ ïðè λ = λ0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò q = q0,
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â ìåòîäå Íüþòîíà,
ïðèìåíÿåìîãî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ òåêóùèì ïàðàìåòðîì λ = λ0 + ∆λ.
Ïîñëå ñõîäèìîñòè èòåðàöèé íàõîäèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ ïî òåêóùåìó
ïàðàìåòðó λ, çàòåì ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïàðàìåòðèçàöèè, è ò. ä. Òàêèì
îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ïàðàìåòðà íà êàæäîì øàãå ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî
òåêóùåìó ïàðàìåòðó ïðèâîäèò, áëàãîäàðÿ ïàðàìåòðèçàöèè,ê ôîðìèðîâàíèþ



Î ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÌÅÒÎÄÀ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ 397

ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ õîðîøî îáóñëîâëåííûìè
ìàòðèöàìè íà èòåðàöèÿõ â ìåòîäå Íüþòîíà.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ðîëè òåêóùåãî ïàðàìåòðà ìîãóò ðàâíîïðàâíî
îêàçàòüñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà (x, q). Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó
â ñî÷åòàíèè ñ ïàðàìåòðèçàöèåé è àäàïòàöèåé òåêóùåãî øàãà ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü ãëàäêóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ S, îïðåäåëÿåìóþ ñèñòåìîé (1),
êîòîðàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êè ïîâîðîòà, è, ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðûõ
îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà q èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îòîáðàæåíèÿ
ïàðàìåòðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), â êîòîðîé íåëèíåéíîñòü ñâÿçàíà ëèøü
ñ îäíîé êîìïîíåíòîé, íàïðèìåð, êîìïîíåíòîé xn, à âñå îñòàëüíûå, âêëþ÷àÿ
ïàðàìåòð q, âõîäÿò ëèíåéíî. Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàâàòü êîìïîíåíòó xn, à
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà (x, q) íàõîäèòü
èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàçðåøèìîñòü
êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ. Òåì ñàìûì ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äèàãðàììó ðåøåíèé,
íàïðèìåð, â âèäå ãðàôèêà çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà q îò xn.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ê íåëèíåéíûì êðàåâûì
çàäà÷àì äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ðàññìàòðèâàåìûì íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Êàê ïðàâèëî, ÷èñëåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñ èõ äèñêðåòíûì ïðåäñòàâëåíèåì â âèäå
ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà (1).

3. Ìîäåëü ñèíòåçà ëèíåéíûõ áèîìîëåêóë.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñèíòåçà íåêîòîðîãî íåðåãóëÿðíîãî ïîëèìåðà. Èì ìîæåò
áûòü áåëîê, ÐÍÊ èëè ÄÍÊ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ñèíòåçà
îïèñûâàåòñÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìîé [6], [7]:

a =
n− 1

τ1
, b =

n− 1

τ2
, c = a+ b+ ω ,

(4)

dx1

dt
= −(a+ ω)x1 + bx2 + qg(xn) ,

dxi

dt
= axi−1 − cxi + bxi+1 , i = 2, . . . , n− 2,

dxn−1

dt
= axn−2 − cxn−1 ,

dxn

dt
= axn−1 − θxn .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèíòåçèðóåòñÿ áåëîê. Òîãäà
ïåðåìåííûå ñèñòåìû (4) èìåþò ñëåäóþùèé ôèçè÷åñêèé (áèîëîãè÷åñêèé)
ñìûñë: x1, . . ., xn−1 � êîíöåíòðàöèè ïðîäóêòîâ ïðîìåæóòî÷íîãî ñèíòåçà,
êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëèïåïòèäû, ñîäåðæàùèå ïî i àìèíîêèñëîòíûõ îñòàòêîâ,
ñîîòâåòñòâåííî, xn � êîíöåíòðàöèÿ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ñèíòåçà, êîòîðûì
ÿâëÿåòñÿ áåëîê, ñîñòîÿùèé èç n àìèíîêèñëîòíûõ îñòàòêîâ, τ1 � ñóììàðíîå
âðåìÿ ñèíòåçà êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, τ2 � ñóììàðíîå âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ îáðàòíîãî
ïðîöåññà, q � êîíñòàíòà ñêîðîñòè íàðàùèâàíèÿ äëèíû ìîëåêóëû â ïðÿìîì
ïðîöåññå, θ � êîíñòàíòà ñêîðîñòè äåãðàäàöèè êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ñèíòåçà, ω
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� êîíñòàíòà ñêîðîñòè ñòîêîâ � ïðîöåññà ñïîíòàíòíîé òåðìèíàöèè òðàíñëÿöèè,
g(xn) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïðè âñåõ xn ≥ 0
ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ èíèöèàöèþ ñèíòåçà. Â äàëüíåéøåì, ñëåäóÿ ðàáîòàì
[6], [7], áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

g(xn) =
1

1 + βxγ
n

.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâàåò ìåõàíèçì èíãèáèðîâàíèÿ ïðîöåññà èíèöèàöèè
ñèíòåçà íîâûõ ìîëåêóë óæå èìåþùèìñÿ ïóëîì ñèíòåçèðîâàííîãî ïðîäóêòà.
×åì âûøå êîíöåíòðàöèÿ êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, òåì ìåíüøå ñêîðîñòü èíèöèàöèè
ñèíòåçà íîâûõ ìîëåêóë. Ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó âñå óêàçàííûå ïàðàìåòðû,
âêëþ÷àÿ β è γ, ïîëîæèòåëüíûå.

Îòìåòèì, ÷òî â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ òðàíñëÿöèè ñïîíòàííîå îòùåïëåíèå
îò ðàñòóùåãî ïîëèïåïòèäà àìèíîêèñëîòíîãî îñòàòêà ðèáîñîìîé ïðàêòè÷åñêè
íå ïðîèñõîäèò, ò.å. τ2 î÷åíü âåëèêî. Íî ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ ñèíòåçà
ÄÍÊ îáðàòíûé ïðîöåññ âåñüìà àêòèâíî îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ÷àñòü ìåõàíèçìà
êîððåêöèè îøèáîê äóïëèêàöèè, ò.å. τ2 ñîïîñòàâèìî ïî âåëè÷èíå ñ τ1. Ïðîöåññû
ñïîíòàííîé òåðìèíàöèè òàêæå ïðîòåêàþò ñ ðàçíîé ýôôåêòèâíîñòüþ ïðè
ñèíòåçå ðàçíûõ òèïîâ ìàêðîìîëåêóë. Ïîýòîìó ïðè îäíèõ íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëü (4) áóäåò áîëüøå ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîöåññàì ñèíòåçà ÄÍÊ, ïðè äðóãèõ
� ìÐÍÊ, ïðè òðåòüèõ � áåëêîâ. Îäíàêî â êîíòåêñòå íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè ýòè
íþàíñû íå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè è ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü âî
âñåì äèàïàçîíå åå ïàðàìåòðîâ.

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (4) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â âèäå:

(5) AX = F, axn−1 − θxn = 0,

ãäå A � ((n− 1)× (n− 1))-ìàòðèöà, X, F � âåêòîðû ðàçìåðà n− 1:

c = a+ b+ ω,

A =


a+ ω −b
−a c −b
· · · · · · · · · · · · · · ·

−a c −b
−a c

 , X =


x1

x2

· · ·
xn−2

xn−1

 , F = q


g(xn)
0
· · ·
0
0

 .

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (5) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà, â êîòîðîì çàäàåòñÿ êîìïîíåíòà xn ≥ 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

(6) xi =
1

n− 1
zi , i = 1, 2, . . . , n,

Ω =
ω

n− 1
, C =

1

τ1
+

1

τ2
+Ω , G(zn) =

1

1 + β
( zn

n− 1

)γ .

Ïðè ýòîì ñèñòåìà (5) çàïèøåòñÿ â âèäå:

(7) BZ = R, zn =
n− 1

θτ1
zn−1 ,
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ãäå

B =
1

n− 1
A =



1

τ1
+Ω − 1

τ2

− 1

τ1
C − 1

τ2
· · · · · · · · · · · · · · ·

− 1

τ1
C − 1

τ2

− 1

τ1
C


,

Z =


z1
z2
· · ·
zn−2

zn−1

 , R = qG(zn)


1
0
· · ·
0
0

 .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè zn ≥ 0 ñèñòåìà (7) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå.
Ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì âñïîìîãàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

(8) BY = e1 ,

ãäå Y � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè y1, y2, . . ., yn−1, e1 � ïåðâûé ñòîëáåö åäèíè÷íîé
ìàòðèöû ðàçìåðîâ ((n − 1) × (n − 1)). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ω > 0, ò.å. Ω > 0,
ìàòðèöà B õàðàêòåðèçóåòñÿ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì è, ñëåäîâàòåëüíî,
õîðîøî îáóñëîâëåíà. Ïîêîìïîíåíòíàÿ çàïèñü ñèñòåìû (8) èìååò âèä:

(9)

(
1

τ1
+Ω

)
y1 −

1

τ2
y2 = 1 ,

− 1

τ1
yi−1 + Cyi −

1

τ2
yi+1 = 0 , i = 2, . . . , n− 2,

− 1

τ1
yn−2 + Cyn−1 = 0 .

Ôîðìàëüíî (9) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
è âûïèñàòü å¼ òî÷íîå ðåøåíèå. Îäíàêî, ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî äèàãîíàëüíîå
ïðåîáëàäàíèå ìàòðèöû B, òî áîëåå ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ (9)
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïðîãîíêè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå òî÷íîå â
ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì, íî <î÷åíü òî÷íîå> ÷èñëåííîå ðåøåíèå (9) äëÿ
ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ n, áëàãîäàðÿ óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà ïðîãîíêè ê îøèáêàì
îêðóãëåíèÿ [25].

Ñîãëàñíî ìåòîäó ïðîãîíêè êîìïîíåíòû âåêòîðà Y íàõîäèòñÿ â äâà ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå (ïðÿìîé õîä ïðîãîíêè) ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ
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êîýôôèöèåíòû ui, νi, i = 1, 2, . . . , n− 1, ïî ôîðìóëàì:

u1 =
1

τ2

(
1

τ1
+Ω

) , ν1 = τ2u1 ,

ui =
1

τ2

(
C −

ui−1

τ1

) , νi =
τ2
τ1

uiνi−1 , i = 2, 3, . . . , n− 1.

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (9) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

yk = ukyk+1 + νk , k = 1, n− 2; yn−1 = νn−1 .

Ýòî ïîçâîëÿåò íà âòîðîì ýòàïå (îáðàòíûé õîä ïðîãîíêè) ïîñëåäîâàòåëüíî,
íà÷èíàÿ ñ íîìåðà n− 1, îïðåäåëèòü yn−1, yn−2, . . . , y1.

Â èòîãå ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè zn, ìîæåò áûòü
çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(10) zi = qG(zn)yi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

ãäå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîìó çíà÷åíèþ zn,
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

q =
zn

G(zn)yn
, yn =

n− 1

θτ1
yn−1 .

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì xi, i = 1, 2, . . . , n, ïîëó÷èì ðåøåíèå (5) â âèäå:

(11) xi =
θτ1

yn−1

xn

n− 1
yi , i = 1, n− 1; q = q(xn) =

θτ1

yn−1

xn

g(xn)
.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
â çàâèñèìîñòè îò xn ïî ôîðìóëàì (11), âêëþ÷àÿ äèàãðàììó ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé (4) â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè q = q(xn), êîìïîíåíòû âåêòîðà Y
âû÷èñëÿþòñÿ îäèí ðàç.

Åñëè τ2 > τ1, òî ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèé ñèíòåçà èìååò ìåñòî
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä: xn(q) → w(q) ïðè n → ∞, ãäå w(q) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

(12) qg(w)e−ωτ − θw = 0, τ =
τ1τ2

τ2 − τ1
.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [8], â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ñèñòåìå (4)
ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè êîìïîíåíòà xn(t) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì:

(13)


0 ≤ t ≤ τ, x(t) = 0;

t > τ,
dw

dt
= qg(w(t− τ))e−ωτ − θw.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (12) îïðåäåëÿåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ
çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (13).

Ñîãëàñíî (12) ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà q îò w, êîòîðàÿ òàêæå
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê (12) ìåòîäà



Î ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÌÅÒÎÄÀ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ 401

Ðèñ. 1. Äèàãðàììà ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé
ñèñòåìû (4) â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè xn = xn(q), ïîëó÷åííàÿ
ìåòîäîì îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà. Ïðèâåäåííûé ãðàôèê
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñ ãðàôèêîì
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì
àðãóìåíòîì (13), ãäå g(w) = q/(1+βwγ). Äèàãðàììà ñòðîèëàñü
ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: n ≥ 1000, τ1 = 2,
τ2 = 3, θ = 0.5, w = 0.1, β = 1, γ = 6.

îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà, èìååò âèä:

(14) q = q(w) = θeωτ w

g(w)
, τ =

τ1τ2

τ2 − τ1
.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ âûðàæåíèé (11) è (14) ñëåäóåò, ÷òî τ1/yn−1 → ewτ ïðè n →
∞.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé â âèäå ãðàôèêà çàâèñèìîñòè xn îò q, ïîëó÷åííîé ìåòîäîì
îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà ïî ôîðìóëå (11) ïðè n = 1000, τ1 = 2, τ2 =
3, θ = 0.5, w = 0.1, β = 1, γ = 6. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (4) è (13) ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ewτyn−1/τ1 = 1.00210. Ïîýòîìó
ãðàôèê íà ðèñ. 1 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î äèàãðàììå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè
n > 1000, âêëþ÷àÿ n = ∞. Íàïðèìåð, ewτyn−1/τ1 = 1.00002 ïðè n = 105.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî [23], ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q = q0 òàêîå, ÷òî
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (13) òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü â ñâÿçè ñ âîçíèêíîâåíèåì áèôóðêàöèè Õîïôà. Áèôóðêàöèîííîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

q0 =
βγθ[

β

(
γ +

1

cos(z)

)]1+1/γ
,
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ãäå z � êîðåíü óðàâíåíèÿ
zctg(z) = −τθ ,

ïðèíàäëåæàùèé îòðåçêó (π/2, π). Òàêèì îáðàçîì, ïðè q > q0 è t → ∞
ðåøåíèå (13) îïèñûâàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, à ïðè q < q0 ñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå (13) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (4), íà÷èíàÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n,
õàðàêòåðèçóþòñÿ ýòèì æå ñâîéñòâîì. Â ïðèìåðå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 1,
q0 = 0.92587.

4. Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ãèïîòåòè÷åñêîé ãåííîé ñåòè.

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ öèêëè÷åñêóþ ãåííóþ
ñåòü, ñîñòîÿùóþ èç n ãåíåòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ([4], [22]). Â äàííîé ñåòè
êàæäûé i-é ãåíåòè÷åñêèé ýëåìåíò ñîäåðæèò ãåí, êîòîðûé êîäèðóåò áåëîê-
òðàíñêðèïöèîííûé ôàêòîð Xi. i-ûé òðàíñêðèïöèîííûé ôàêòîð îêàçûâàåò
íåïîñðåäñòâåííîå âîçäåéñòâèå íà ýôôåêòèâíîñòü ýêñïðåññèè (i + 1)-ãî
ãåíåòè÷åñêîãî ýëåìåíòà. Âîçäåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ ÷åðåç ñïåöèôè÷åñêèé
ðåãóëÿòîðíûé ó÷àñòîê ÄÍÊ, êîòîðûé òàêæå âõîäèò â ñîñòàâ ãåíåòè÷åñêîãî
ýëåìåíòà. Àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìîäåëü, èìååò âèä:

(15)
dx1

dt
= qg(xn)− x1 ,

dx1

dt
= fi−1(xi−1)− xi , i = 1, 2, . . . , n .

Çäåñü g(xn), fk(xk), k = 1, 2, . . . , n − 1, äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ïîëîæèòåëüíûå
ôóíêöèè â îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðåãóëÿòîðíûå ñâÿçè
â ãåííîé ñåòè, xi � êîíöåíòðàöèè òðàíñêðèïöèîííûõ ôàêòîðîâ Xi, q �
ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ïðèìåðû êîíêðåòíîãî çàäàíèÿ ôóíêöèé áóäóò
ïðèâåäåíû â äàëüíåéøåì.

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà ïðè
èññëåäîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (15), îïðåäåëÿåìûõ ñèñòåìîé
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

(16) qg(xn)− x1 = 0 , fi−1(xi−1)− xi = 0 , i = 2, 3, . . . , n .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â (16) êîìïîíåíòà x1 > 0 çàäàíà. Òîãäà îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ôîðìóëàì:

(17) xk = fk−1(xk−1) , k = 2, 3, . . . , n .

Â èòîãå, ïàðàìåòð q îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé x1:

(18) q = q(x1) =
x1

g(xn)
.

Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè q =
q(x1) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (16) â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà q.

Â äàííîì ñëó÷àå, áëàãîäàðÿ ôîðìóëàì (17) � (18), äîñòàòî÷íî ïðîñòî
ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü ñîïðîâîæäàòü ïîñòðîåíèå äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, ïîëó÷àÿ òåì ñàìûì
âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (15), â ÷àñòíîñòè,
íàõîäèòü íà äèàãðàììå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé òî÷êè, â êîòîðûõ ïîòåðÿ
óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàíà ñ áèôóðêàöèåé Õîïôà.
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Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ai =
∂fi

∂xi

, i = 1, n− 1 ; an = q
∂g

∂xn

(xn) .

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõD ïðàâûõ ÷àñòåé (13), âû÷èñëåííàÿ
íà ñòàöèîíàðíîì ðåøåíèè, è å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèñûâàþòñÿ
â âèäå:

D =



−1 0 0 .. .. 0 an
a1 −1 0 .. .. 0 0
0 a2 −1 .. .. 0 0
.. .. .. .. .. .. ..
.. .. .. .. .. .. ..
0 0 0 .. .. −1 0
0 0 0 .. .. an−1 −1


,

det(D − λI) = (−1)n [(1 + λ)
n − r] = 0 , r =

n∏
k=1

ak .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk ìàòðèöû D âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì:

k = 1, 2, . . . , n,

(19) λk =


−1 + |r| 1

n

[
cos(2

k − 1

n
π) + i sin(2

k − 1

n
π)
]
, r>0;

−1 + |r| 1
n

[
cos(

2k − 1

n
π) + i sin(

2k − 1

n
π)
]
, r<0.

Äàëåå ôîðìóëû (19) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â êàæäîé òî÷êå äèàãðàììû.

Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðàì çàäàíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé àâòîíîìíîé ñèñòåìû (15) â
ñîîòâåòñòâèè ñ îáðàùåíèåì ê òðåì òèïàì ðåãóëÿòîðíûõ ñâÿçåé (çàäà÷è 1 � 3),
êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè ãèïîòåòè÷åñêèõ ãåííûõ ñåòåé:

(20)

Çàäà÷à 1: g(xn) =
xn

1 + xh
n

, fk(xk) =
bkxk

1 + xpk

k

,

Çàäà÷à 2: g(xn) = exp(−hx2
n) , fk(xk) =

bkxk

1 + xpk

k

,

Çàäà÷à 3: g(xn) =
1

1 + xh
n

, fk(xk) =
bk

1 + xpk

k

.

Çäåñü bk, pk, h � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû.
Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ (1 � 3)

îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì àâòîíîìíîé ñèñòåìû (15) èç òðåõ óðàâíåíèé:

(21)
dx1

dt
= qg(x3)− x1 ,

dx2

dt
= f1(x1)− x2 ,

dx3

dt
= f2(x2)− x3 .

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (21) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

(22) qg(x3)− x1 = 0 , f1(x1)− x2 = 0 , f2(x2)− x3 = 0 .
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Ðèñ. 2. Ôðàãìåíò äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû
(21), çàäà÷à 1, íà îòðåçêå 0 < q ≤ 12 ñ óêàçàíèåì
õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà q.
Çäåñü 1-2, 3-4, 5-6, 7-8 � âåòâè íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé, ðàçäåëÿåìûå âåòâÿìè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Âåòâè 5-6 è 7-8 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.
3. Â îêðåñòíîñòè q = 8 ñèñòåìà èìååò 7 ðåøåíèé.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà, áóäåì çàäàâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé x1 ≥ 0. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ x2,
x3 è q íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

(23) x2 = f1(x1) , x3 = f2(x2) , q =
x1

g(x3)
.

Çàäà÷à 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (20), (23), ãäå ðîëü
ïàðàìåòðà ñèñòåìû èãðàåò êîìïîíåíòà x1 ≥ 0, n = 3, h = p1 = p2 = 4,
b1 = b2 = 8, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, 3 äèàãðàììîé ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â
âèäå ãðàôèêà çàâèñèìîñòè x3 îò q. Òàêîé âàðèàíò äèàãðàììû áîëåå óäîáåí äëÿ
îïèñàíèÿ ìíîæåñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è 1. Êàê ñëåäóåò èç
äèàãðàììû, èìååò ìåñòî ìíîæåñòâåííîñòü ðåøåíèé, ÷èñëî êîòîðûõ çàâèñèò îò
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà q. Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû ñîïðîâîæäàëîñü îïðåäåëåíèåì
óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Íà ãðàôèêå óêàçàíû òî÷êè áèôóðêàöèè
� ãðàíèöû âåòâåé, ãäå ïðîèñõîäèò ñìåíà óñòîé÷èâîñòè. Â òî÷êàõ áèôóðêàöèè,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòà, ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ Õîïôà ñ
âîçíèêíîâåíèåì àâòîêîëåáàíèé. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò äèàãðàììû
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, ãäå 0 < q ≤ 12. Îáùàÿ êàðòèíà, ãäå 0 < q ≤ 200, äàíà
íà ðèñ. 3. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (20), (23) q = 1/(b1b2) ïðè x1 = 0.
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Ðèñ. 3. Îáùàÿ êàðòèíà äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
ñèñòåìû (21), çàäà÷à 1, ôðàãìåíò êîòîðîé äàí íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 4. Ôðàãìåíò äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû
(21), çàäà÷à 2, íà îòðåçêå 0 ≤ q ≤ 50. Çäåñü 1-2, 3-4, 5-6 � âåòâè
íåóñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, ðàçäåëÿåìûå âåòâÿìè
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Âåòâè 3-
4 è 5-6 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. Â îêðåñòíîñòè q = 8 ñèñòåìà
èìååò 5 ðåøåíèé.

Çàäà÷à 2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììîé
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â âèäå ãðàôèêà çàâèñèìîñòè x3 îò q, êàê è íà
ðèñ. 2, 3. Äèàãðàììà ïîñòðîåíà ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â ôîðìóëå
(20), ÷òî è â çàäà÷å 1: n = 3, h = p1 = p2 = 4, b1 = b2 = 8.
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Ðèñ. 5. Îáùàÿ êàðòèíà äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
ñèñòåìû (21), çàäà÷à 2, ôðàãìåíò êîòîðîé äàí íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 6. Äèàãðàììà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé àâòîíîìíîé
ñèñòåìû (20), (21) â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè x1 = x1(q). Ïðè
q ≥ 0 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, â òîì ÷èñëå è
ïðè q = 8. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, ðàñïîëîæåííûå ïðàâåå
áèôóðêàöèîííîé òî÷êè ñ íîìåðîì 1 (áèôóðêàöèÿ Õîïôà),
ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè.

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàðèàíò çàäàíèÿ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ
ðåãóëÿòîðíûå ñâÿçè â àâòîíîìíîé ñèñòåìå (21), óêàçàííûõ â (20), ãäå h =
p1 = p2 = 4, b1 = b2 = 8, q ≥ 0. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó
îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6. Â äàííîì ñëó÷àå áîëåå
íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ äàåò çàâèñèìîñòü x1 =
x1(q).
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Âîçâðàùàÿñü ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå (15) çàìåòèì, ÷òî ñ ðîñòîì ÷èñëà
óðàâíåíèé ñëåäóåò îæèäàòü ðîñò ÷èñëà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì ðàñòåò ÷èñëî íåóñòîé÷èâûõ
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé.

5. Àáñòðàêòíàÿ ìîäåëü ñèíòåçà.

Ðàññìîòðèì àáñòðàêòíóþ ìîäåëü ñèíòåçà, â êîòîðîé çàäåéñòâîâàíû n
âåùåñòâ, îáîçíà÷åííûõ êàê y1, y2, . . ., yn. Ïðîöåññ ñèíòåçà îïèñûâàåòñÿ
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû èç ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

t ≥ 0, 0 ≤ r ≤ R,

(24)
∂

∂t
Y = D

∂2

∂r2
Y −AY + F (Y ) ,

ãäå Y � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè y1, y2, . . ., yn,D è C � ïîñòîÿííûå äèàãîíàëüíûå
ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè,

D = diag(D1, D2, . . . , Dn) , A = diag(A1, A2, . . . , An) ,

F (Y ) � âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ êîìïîíåíòàìè F1(Y ), F2(Y ), . . ., Fn(Y ).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè Y ≥ 0 êîìïîíåíòû F (Y ) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå,
ïîëîæèòåëüíûå, îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. Ïðè ýòîì àðãóìåíòû ôóíêöèé F1(Y ),
F2(Y ), . . ., Fn(Y ) îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(25) F (Y ) =


F1(Y )
F2(Y )
· · ·

Fn−1(Y )
Fn(Y )

 =


0

F2(y1)
· · ·

Fn−1(y1, y2, . . . , yn−2)
Fn(y1, y2, . . . , yn−2, yn−1)

 .

Êðàåâûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå:
(26)

D
∂

∂r


y1
y2
· · ·
yn−1

yn

 = −α


g(yn)
0
· · ·
0
0

 ïðè r = 0,
∂

∂r


y1
y2
· · ·
yn−1

yn

 =


0
0
· · ·
0
0

 ïðè r = R.

Çäåñü g(u) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ,
îïèñûâàþùàÿ èíèöèàöèþ ñèíòåçà ïðè r = 0, α � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ê êðàåâûì óñëîâèÿì (26) äîáàâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå, ïðèíàäëåæàùèå
îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîñòè: Y = Y 0 ≥ 0 ïðè t = 0.

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (24) � (26).
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

0 ≤ r ≤ R, D
d2

dr2
Y −AY + F (Y ) = 0 ,
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(27)

D
d

dr


y1
y2
· · ·
yn−1

yn

 = −α


g(yn)
0
· · ·
0
0

ïðè r = 0,
d

dr


y1
y2
· · ·
yn−1

yn

 =


0
0
· · ·
0
0

ïðè r = R.

Êàê èçâåñòíî, ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé
çàäà÷è ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Íüþòîíà. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî,
íåëèíåéíàÿ ïðîáëåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ìíîæåñòâåííîñòüþ ðåøåíèé, êîãäà
îäíîé è òîé æå ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî ðåøåíèé.
×òîáû îáíàðóæèòü ýòî ÿâëåíèå, ïðèáåãàþò ê ìåòîäó ïðîäîëæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà
ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ìíîæåñòâåííîñòè ðåøåíèé â íåêîòîðîé
îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà. Â ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó òàêæå
èñïîëüçóþòñÿ èòåðàöèè ïî Íüþòîíó, íî ñ òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî íà êàæäîì
øàãå ïðîäîëæåíèÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå çàäàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè, ÷òî
ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî, çà íåáîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé íàõîäèòü ðåøåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå òåêóùåìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà. Îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì èññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà.

Ìåòîä îòîáðàæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðèìåíèòåëüíî ê êðàåâîé çàäà÷å (27)
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ñâÿçè ñ (27) ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
ñ ïàðàìåòðîì p, 0 ≤ p ≤ P , âõîäÿùèì â êðàåâîå óñëîâèå ïðè r = 0:

0 ≤ r ≤ R, D
d2

dr2
Y −AY + F (Y ) = 0 ,

(28)

D
d

dr


y1
y2
· · ·
yn−1

yn

 = −


p
0
· · ·
0
0

 ïðè r = 0,
d

dr


y1
y2
· · ·
yn−1

yn

 =


0
0
· · ·
0
0

 ïðè r = R.

Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ðåøåíèå (28) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

(29) y1(r, p) =
p√
A1D1

e−ω1r
1 + e−2ω1(R−r)

1− e−2ω1R
, ω1 =

√
A1

D1

.

Ïðè i = 2, 3, . . . , n, èìååì:

(30) yi(r, p) =

r∫
0

K
(I)
i (r, s)Ri(s, p)ds+

R∫
r

K
(II)
i (r, s)Ri(s, p)ds .

Çäåñü K
(I)
i (r, s), K

(II)
i (r, s) � ôóíêöèè Ãðèíà êðàåâûõ çàäà÷ (28),

îïðåäåëÿþùèõ yi(r, p):

ωi =

√
Ai

Di

, K
(I)
i (r, s) =

e−ωi(r−s)

2
√
AiDi

(1 + e−2ωi(R−r))(1 + e−2ωis)

1− e−2ωiR
, r > s ,
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K
(II)
i (r, s) =

e−ωi(s−r)

2
√

AiDi

(1 + e−2ωi(R−s))(1 + e−2ωir)

1− e−2ωiR
, r < s ;

Ri(r, p) � çàäàííûå ôóíêöèè, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè èçâåñòíîé
y1(r, p):

R2(r, p) = F2(y1(r, p))
R3(r, p) = F3(y1(r, p), y2(r, p))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Rn(r, p) = Fn(y1(r, p), y2(r, p), . . . , yn−1(r, p)) .

Â ÷àñòíîñòè,

(31) yn(0, p) =

R∫
0

K(II)
n (0, s)Rn(s, p)ds , K(II)

n (0, s) =
e−ωn(s)√
AnDn

1 + e−2ωn(R−s)

1− e−2ωnR
.

Î÷åâèäíî, ðåøåíèå ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (28) áóäåò äàâàòü ðåøåíèå
íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (27) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

p = αg(yn(0, p)) ,

÷òî èìååò ìåñòî, åñëè çàäàííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà p îòâå÷àåò çíà÷åíèå α =
α(p), îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå:

(32) α(p) =
p

g(yn(0, p))
.

Äèàãðàììó ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (27) ïðåäñòàâëÿåò ãðàôèê çàâèñèìîñòè
yn(0) îò α, çàäàâàåìîé ïàðàìåòðè÷åñêè ôîðìóëàìè (31), (32). Ïîñëå
ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû ÷èñëî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì
ïåðåñå÷åíèé ãðàôèêà ñ ïðÿìîé α = α0, ãäå α0 � çàäàííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè R → ∞ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (28) îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëàì (29), (30), ãäå

y1(r, p) =
p√
A1D1

e−ω1r ,

K
(I)
i (r, s) =

e−ωi(r−s)

2
√
AiDi

(1 + e−2ωis) , K
(II)
i (r, s) =

e−ωi(s−r)

2
√
AiDi

(1 + e−2ωir) .

Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà (åñëè åãî ïðèìåíåíèå
âîçìîæíî) îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ýòîò ìåòîä îòíîñèòñÿ ê íåèòåðàöèîííûì
àëãîðèòìàì. Â äàííîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì
ìåòîäà, ïîçâîëèëè çàïèñàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå òî÷íîå â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå ðåøåíèå íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ñåðèè èíòåãðàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïðè
ýòîì èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé,
ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è âûïèñûâàþòñÿ ÿâíî â âèäå
ïðîñòîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ìîäåëè ðåãóëÿöèè ðàçìåðîâ
âîçîáíîâèòåëüíîé çîíû â áèîëîãè÷åñêîé òêàíè, êîòîðàÿ ôîðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (24) � (26) ïðè n = 3 [24]:

(33)

t > 0 , r ∈ [0, R] , R > 0 ,

∂

∂t

 y1
y2
y3

 =

 D1 0 0
0 0 0
0 0 D3

 ∂2

∂r2

 y1
y2
y3

−

−

 A1 0 0
0 A2 0
0 0 A3

 y1
y2
y3

+

 0
F2(y1)

F3(y1, y2)

 ,

(34)

 D1 0 0
0 0 0
0 0 D3

 ∂

∂r

 y1
y2
y3

 = α

 g(u1)
0
0

 ïðè r = 0,

∂

∂r

 y1
y2
y3

 =

 0
0
0

 ïðè r = R.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:

α =
1

τ1
, g(y3) = φ(u1), F (y1) =

1

τ2
φ(u2), F (y1, y2) =

1

τ3
φ(u3),

u1 = h1 + E13y3(t, 0), u2 = h2 + E21y1, u3 = h3 + E31y1 + E32y2,

g(x) =
1

2

(
1 +

x√
1 + x2

)
,

ãäå τ1, τ2, τ3, h1, h2, h3, E13, E21, E31, E32 � ïàðàìåòðû, g(x) � ñèãìîèäíàÿ
ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x. Ñîãëàñíî êðàåâîìó óñëîâèþ (34) ïðè r = 0 âåùåñòâî
y3(t, 0) îïðåäåëÿåò ýêñïðåññèþ âåùåñòâà y.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â âèäå äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé,
ïðåäñòàâëåííîé ãðàôèêîì çàâèñèìîñòè y3(r = 0) îò τ1 ïðè ñëåäóþùèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:

R = 30,
A1 = .1, D1 = 6, h1 = −5, E13 = 40,
A2 = 1, τ2 = 1, h2 = −20.5, E21 = 20,
A3 = .75, D3 = 1.5, τ3 = 1, h3 = −30, E31 = 60, E32 = −80.

Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 7, ïðè τ1 = 1 ñóùåñòâóåò òðè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è (33), (34). Ïðè ýòîì ïåðâîå ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêè ñëèâàåòñÿ
ñ îñüþ àáñöèññ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé ñðåäíåå ðåøåíèå
íåóñòîé÷èâî.
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Ðèñ. 7. Äèàãðàììà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è
(33), (34).

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî àíàëîãà ìîäåëü ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå àâòîíîìíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà îòîáðàæåíèÿ ïàðàìåòðà ïðè
àíàëèçå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñåðèè ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìàòðèöû êîòîðûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ
äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì. Â ñèëó âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîçìîæíîå åãî ïðèìåíåíèå ïðè èññëåäîâàíèè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñèíòåçà îïðåäåëåííîãî êëàññà ñ áîëåå îáùåé
ôîðìóëèðîâêîé, ÷åì â óêàçàííûõ âûøå ïðèìåðàõ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ãàéíîâîé Èðèíå Àëåêñååâíå çà ïîäãîòîâêó
ñòàòüè ê èçäàíèþ.
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