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1. Введение

История изучения планарных (частным случаем которых являются внеш-
непланарные) графов Кэли, восходит к работам Машке 1896 года [40]. Внима-
ние математиков к обозначенному направлению не ослабевает на протяжении
длительного периода времени. Последнее обусловлено тем, что графы Кэли,
представляющие собой одномерные комплексы Кэли, играют важную роль в
комбинаторной теории групп. Так, например, если представление группы име-
ет планарный комплекс Кэли, то проблема равенства слов этого представления
разрешима. Более того, известно описание конечных групп, допускающих плос-
кие графы Кэли [26]. Наличие подобных свойств и вызывает особый интерес
к графам, отражающим структуру полугрупп [41]. Понятие графа Кэли для
полугрупп ввел в рассмотрение Б.Зелинка в 1980 году [43]. Важность этого
понятия для комбинаторной теории полугрупп продемонстрирована в рабо-
тах С.В.Марголиса, Дж.К.Микина [39], а также Б.Штейнберга [42]. В част-
ности, ими рассматривались E-унитарные инверсные моноиды и графы Кэли
в представлениях полугрупп. М.-К.Хейдеманн [34] сопоставлял графы Кэли
и коммуникационные сети. Активно занимался исследованием графов Кэли
А.В.Келарев [35], изучая неориентированные графы Кэли. Позднее, совместно
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с С.Дж.Квином [37]–[38], ими рассматривались группы и полугруппы, удовле-
творяющие некоторым комбинаторным свойствам определяющимся по графу
Кэли. Такой подход упрощает обнаружение связей графов с группами и полу-
группами при помощи теоретико-полугрупповых методов [28]. Подобным об-
разом описываются все конечные инверсные полугруппы и коммутативные ин-
версные полугруппы с двудольными графами Кэли. Кроме того, А.В.Келарев
и К.Е.Преджер [36] изучали транзитивные графы Кэли групп и полугрупп.
Что касается важного свойства планарности графа, то оно исследовалось в
основном для групп [1]–[3]. Ключевой проблемой исследования полугрупп, до-
пускающих внешнепланарные графы Кэли, является нахождение алгоритма
распознавания внешнепланарных графов, реализуемых как графы Кэли полу-
групп.

Основной целью представляется исследование внешнепланарных графов Кэ-
ли полугрупп. На пути достижения указанной цели, в данной работе будут
решены вопросы внешнепланарности графов Кэли для следующих классов:

1) конечные свободные коммутативные полугруппы;
2) конечные свободные коммутативные моноиды;
3) рассыпчатые полугруппы;
4) конечнопорожденные полугруппы с одним определяющим соотношением

и с тождеством;
5) свободные частично коммутативные полугруппы и n-веерные полурешет-

ки.
Особый интерес представляет вопрос:
6) о допустимости графов и взятых с некоторой ориентацией и пометкой

ребер, в качестве графов Кэли полугрупп.
В ряде работ [11]–[25] начато исследование свойства планарности для гра-

фов Кэли полугрупп. В частности, получен критерий планарности графов Кэ-
ли конечных полугрупп, являющихся коммутативно-свободными или прямыми
произведениями циклических полугрупп, моноидов и полугрупп с нулем; оха-
рактеризованы свободные частично коммутативные нильпотентные полугруп-
пы, допускающие планарные графы Кэли.

Поэтому дальнейшие исследования естественно посвятить изучению вопро-
сов внешнепланарности графов Кэли в таких классах, как:

7) свободные частично коммутативные нильпотентные полугруппы;
8) прямые произведения циклических моноидов и полугрупп с нулем;
9) прямые произведения циклических полугрупп;
10) ординальные суммы прямоугольных полугрупп.
Основным, для обоснования планарности, был выбран известный критерий

Понтрягина-Куратовского [5, с. 160], но можно предложить и другие, в зависи-
мости от способа задания полугруппы. Так, если задана полугруппа S таблицей
Кэли (произвольной матрицей A, прошедшей тест ассоциативности, например,
по Лайту), то рассматривается несколько возможных способов применения
тестов планарности для графов Кэли полугрупп. Критерий же Понтрягина-
Куратовского, равно как и эквивалентный ему критерий Вагнера, подразу-
мевает поиск подграфов специального вида, в той или иной форме, что под-
черкивает важную роль последних. В связи с этим, как раз и представляет
особый интерес вопрос о допустимости графов, в качестве графов Кэли полу-
групп. Итак, для продолжения дальнейших изысканий в намеченной области,
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зададимся целью исследования структуры полугрупп, допускающих внешне-
планарные графы Кэли. Для достижения поставленной цели, решаются вы-
ше сформулированные задачи. Концепт доказательства: если обнаруженные в
результате исследования условия выполнены, то полугруппа допускает внеш-
неплоскую укладку её графа Кэли (то есть такую укладку, при которой все
вершины принадлежат одной грани, а ребра не пересекаются в плоскости) и
схема этой укладки изображается; обратно, по закону контрапозиции, если най-
денные условия не выполнены, то указывается подграф, гомеоморфный запре-
щенным конфигурациям. Для решения задачи аналогично с исследованием по-
лугрупп допускающих планарные графы, потребуется заменить запрещенные
конфигурации K5 и K3,3 на K4 и K2,3, так как в силу критерия Чартрэнда-
Харари [33] граф внешнепланарен тогда и только тогда, когда он не содержит
подграфов, гомеоморфных K4 или K2,3.

Рис. 1. Полный граф K4 и полный двудольный граф K2,3.

В основном содержании сформулированы необходимые и достаточные усло-
вия внешнепланарности графов Кэли большинства обозначенных классов по-
лугрупп. Расположение материала и вся архитектура работы основана на спец-
курсе, который читался автором на математическом факультете ОмГПУ для
студентов и бакалавров 2010–2011уч.гг. При изложении материала мы стара-
лись определять и комментировать все основные понятия, используемые в тек-
сте.

Определение графа можно найти в [5]. Для полноты изложения, перечислим
определения более редких понятий:

Пусть S полугруппа, X – множество порождающих её элементов. Через
Cay(S, X) обозначим граф Кэли полугруппы S относительно X . Граф Cay(S, X)
состоит из множества вершин S и множества помеченных дуг – всевозможных
троек (a, x, b), где a, b ∈ S, x ∈ X и ax = b. Заметим, что в данном случае граф
Кэли является ориентированным мультиграфом с реберной раскраской. Вер-
шины графа, как обычно изображаются точками на плоскости, а дуга (a, x, b)
– линией направленной от a к b и помеченной элементом x. В данной работе
будем придерживаться такого понимание графа Кэли, оно является аналогич-
ным определению графа Кэли [1, с. 3] связанного с группой.

Обратим внимание на то, что наше понимание графа Кэли полугрупп отли-
чается от введенного в [43], где графом Кэли Cay(S, T ) полугруппы S относи-
тельно её подмножества T называется граф с вершинами из S, и множеством
дуг A состоящим из таких упорядоченных пар (x, y), где x 6= y и xt = y для
некоторого t ∈ T . Такой граф является ориентированным графом без петель и
многократных ребер.

Плоским графом называем граф, вершины которого являются точками плос-
кости, а ребра – непрерывными плоскими линиями без самопересечений, соеди-
няющими вершины так, что никакие два ребра не имеют общих точек, кроме
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инцидентной им обоим вершины. Любой граф, изоморфный плоскому графу,
называется планарным.

Два графа называются гомеоморфными, если оба они могут быть получены
из одного и того же графа подразбиением его ребер.

Основой ориентированного мультиграфа называем граф, полученный из дан-
ного графа удалением петель и заменой всех дуг, соединяющих две вершины
одним ребром, соединяющим эти вершины. Ориентированный мультиграф на-
зываем планарным, если его основа является планарным графом.

Будем говорить, что полугруппа S допускает планарный граф Кэли, если
для некоторого множества X основа графа Cay(S, X) является планарным
графом.

2. Конечные свободные коммутативные полугруппы

Полугруппа, заданная конечным множеством X образующих и соотноше-
ниями вида xr+m = xr , xy = yx для любых элементов x, y из X и любых
натуральных чисел r и m, называется конечной свободной коммутативной по-
лугруппой. В классе полугрупп с нулём конечной свободной коммутативной
полугруппой с нулём называется полугруппа, заданная конечным множеством
образующих и соотношениями вида xy = yx, обязательно xr = 0, где 0 явля-
ется нулевым элементом, и возможно xr+m = xr , для любых элементов x, y из
X и любых натуральных чисел r и m.

В данном параграфе описываются конечные свободные коммутативные по-
лугруппы, а также конечные свободные коммутативные полугруппы с нулём,
графы Кэли которых являются внешнепланарными.

Теорема 2.1. Граф Кэли конечной свободной коммутативной полугруппы
S относительно множества свободных образующих внешнепланарен тогда и
только тогда, когда S задана копредставлением одного из следующих видов:

(1) S = 〈a|ar+m = ar〉, где r и m – любые натуральные числа;
(2) S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh〉, где для натуральных r, m, h, t

выполняется одно из следующих условий:
а) h = 1, m ≤ 2, t = 1; или r = 1, m = 1, t ≤ 2;
б) r ≤ 2, h ≤ 2, m ≤ 2, t ≤ 2 при r + m ≤ 3, h + t ≤ 3.
Доказательство. Известно [11], что Граф Кэли конечной свободной ком-

мутативной полугруппы S относительно множества свободных образующих
планарен тогда и только тогда, когда S задана копредставлением одного из
следующих видов:

1) S = 〈a|ar+m = ar〉, где r и m – любые натуральные числа;
2) S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh〉, где для натуральных r, m, h, t

выполняется одно из следующих условий:
а) m ≤ 2, t ≤ 2;
б) r = 1, h = 1, t = 2; или r = 1, h = 2, t = 1;
в) r = 1, h = 1, m = 2; или r = 2, h = 1, m = 1;
г) r = 1, m = 1; или h = 1, t = 1;
3) S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, ck+l = ck〉, где k и l –

натуральные числа, причем l ≤ 2.
Из имеющегося списка выберем полугрупп, графы Кэли которых внешне-

планарны, проанализировав каждую серию ограничений:
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(1) При S = 〈a|ar+m = ar〉 внешнеплоская укладка соответствующего графа
Кэли очевидна. Граф содержит (r + m − 1) вершин, по количеству элементов
полугруппы, расположив которые по прямой линии слева направо в порядке
порождения и соединив дугой вершины ar+m−1 и ar, получим искомую укладку
графа, приведенную на Рис.2.1.1.

Рис. 2.1.1. Общий вид графа Кэли полугруппы S = 〈a|ar+m
= ar〉.

В связи с отсутствием ограничений на r и m, получили, что все свободные
полугруппы с одним порождающим элементом имеют внешнепланарный граф
Кэли. Случай с двумя порождающими элементами менее тривиален.

Рис. 2.1.2. Общий вид графа Кэли полугруппы

S = 〈a, b|ab = ba, ar+m
= ar, bh+t

= bh〉.

(2) Докажем для полугруппы S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh〉, что её
граф Кэли внешнепланарен тогда и только тогда, когда:
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а) h = 1, m ≤ 2, t = 1; или r = 1, m = 1, t ≤ 2;
б) r ≤ 2, h ≤ 2, m ≤ 2, t ≤ 2 при r + m ≤ 3, h + t ≤ 3;
Достаточность указанных ограничений на r, h, m и t для внешнепланарно-

сти доказывается приведением такой плоской укладки графа Кэли, что все
его вершины принадлежат внешней грани. В каждом из указанных случа-
ев граф имеет ((r + m)(h + t) − 1) вершин, так как полугруппа S содержит
((r + m)(h + t) − 1) элементов. Расположим горизонтально те из них, что по-
лучены при умножении на образующий a, вертикально – на b.

Как видно по Рис.2.1.2, ребра графа, соответствующие умножению на a и
на b элементов полугруппы, с не превышающими r + (m − 1) и h + (t − 1)
степенями, не пересекаются. Более того, при выполнении выше перечислен-
ных ограничений на показатели степеней образующих элементов, ребра графа
Кэли, соединяющие элементы, содержащие множитель ar+(m−1) с элементами,
содержащими множитель ar и bh+(t−1) с bh, являются петлями или соединя-
ют близлежащие вершины дугой, либо имеют иную возможность укладки на
одной грани в плоскости без пересечения с другими ребрами. Таким образом,
получили искомую укладку графа Кэли. В остальных случаях эти требования
не выполняются, что видно из Рис.2.1.2 и доказательства аналогичной теоремы
о планарности.

(3) Для доказательства не внешнепланарности графа Кэли 3-порожденной
полугруппы S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, ck+l = ck〉 при-
ведём его плоскую укладку для l = 2 на Рис.2.1.3, выделив обнаруживаемый
уже при l = k = 1 подграф, гомеоморфный K2,3.

Рис. 2.1.3. Планарный граф Кэли, содержащий подграф гомеоморфный K2,3,

полугруппы S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2
= a, b2

= b, ck+l
= ck〉.

Доказательство завершено.
Перейдем к рассмотрению полугрупп с нулём.
Теорема 2.2. Граф Кэли конечной свободной коммутативной полугруппы

S с нулём 0 относительно множества свободных образующих внешнепланарен
тогда и только тогда, когда S задана копредставлением одного из следующих
видов:

(1) S = 〈a|ar = 0〉, где r – любое натуральное число;
(2) S = 〈a, b|ab = ba, ar = 0, bh = 0〉, где r, h – натуральные числа, причем

r ≤ 2, h ≤ 2;
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(3) S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bh = 0〉, где для натуральных r, m, h

выполняется хотя бы одно из следующих условий:
а) h = 1;
б) r + m = 3, h = 2;
в) r + m = 2, h > 2.
(4) S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c1 = 0〉.
Доказательство. Известно [11], что Граф Кэли конечной свободной ком-

мутативной полугруппы S с нулём 0 относительно множества свободных об-
разующих планарен тогда и только тогда, когда S задана копредставлением
одного из следующих видов:

1) S = 〈a|ar = 0〉, где r – любое натуральное число;
2) S = 〈a, b|ab = ba, ar = 0, bh = 0〉, где r, h – любые натуральные числа;
3) S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bh = 0〉, где r, m, h – натуральные числа,

причем m ≤ 2, либо h = 1;
4) S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, ck = 0〉, где k – любое

натуральное число.
Из имеющегося списка выберем полугрупп, графы Кэли которых внешне-

планарны, проанализировав каждую серию ограничений:
(1) Граф Кэли полугруппы S = 〈a|ar = 0〉 содержащий r вершин, по числу

элементов полугруппы, является внешнепланарным. Его укладка на плоскости
близка к изображенной на Рис 2.1.1. с единственным отличием в том, что цикл
заменяется петлёй.

(2) С графом Кэли полугруппы S = 〈a, b|ab = ba, ar = 0, bh = 0〉, где r ≤ 2,
h ≤ 2, аналогичная ситуация. В этом случае его укладка содержит подграф
изображенного на Рис.2.1.2. графа с вершинами соответствующими элементам,
содержащим a и b в степенях, не превышающих (r − 1) и (m − 1). А также
содержит вершину 0 соединенную ребрами с элементами вида ar−1bi и ajbh−1,
где i < h и j < r.

Рис. 2.2.1. Граф Кэли полугруппы S = 〈a, b|ab = ba, ar+m
= ar, bh

= 0〉.

(3) Докажем что граф Кэли полугруппы S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bh = 0〉
внешнепланарен тогда и только тогда, когда: h = 1 или r + m = 3, h = 2 или
r + m = 2, h > 2.
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Достаточность указанных ограничений на r, h и m доказывается приведе-
нием соответствующей укладки графа Кэли. В каждом из указанных случаев
граф имеет ((r + m)h) вершин, ибо полугруппа S содержит ((r + m)h) элемен-
тов. Расположим горизонтально элементы полугруппы, полученные при умно-
жении на образующий элемент a, вертикально – на b. Как видно по Рис.2.2.1,
при выполнении вышеперечисленных ограничений на показатели степеней об-
разующих элементов, ребра графа Кэли не пересекаются и образуют внешне-
плоскую укладку графа.

Для доказательства необходимость ограничений, воспользуемся законом кон-
трапозиции. Если не выполняются условия: h = 1 или r + m = 3, h = 2 или
r+m = 2, h > 2, то граф Кэли полугруппы S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bh = 0〉
не является внешнепланарным, так как его основа содержит подграф, гомео-
морфный K2,3.

(4) Для полугруппы S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, ck = 0〉
граф Кэли, очевидно, внешнепланарен при k = 1, но уже при k = 2 и более
в его основе обнаруживается подграф, гомеоморфный K2,3 как выделенный
полужирными линиями на Рис.2.1.3.

Таким образом, получили критерий внешнепланарности графа Кэли для
конечных свободных коммутативных полугрупп.

3. Конечные свободные коммутативные моноиды

Под циклическим моноидом понимается любой гомоморфный образ свобод-
ного моноида с одним образующим. Очевидно, что любой циклический моноид
изоморфен либо циклической группе, либо получен из циклической полугруп-
пы внешним присоединением единицы. Конечный моноид называется свобод-
ным коммутативным, если он является свободным коммутативным произведе-
нием циклических моноидов в классе моноидов.

Легко понять, что конечный свободный коммутативный моноид имеет ко-
представление вида S = 〈a1, a2, . . . , an|a

mj

j = 1, ari+mi

i = ari

i , i ∈ I, j ∈ J〉, где

I∪J = 1, n, I∩J = Ø, J 6= Ø, в классе всех коммутативных моноидов. Заметим,

что соотношение вида a
mj

j = 1 эквивалентно соотношениям вида: a
1+mj

j = aj ,

aka
mj

j = ak для любого индекса k ∈ 1, n. Граф Кэли будем рассматривать
относительно множества образующих, указанных в копредставлении; понят-
но, что это множество является множеством свободных образующих моноида
S. Перечислим конечные свободные коммутативные моноиды, допускающие
внешнепланарные графы Кэли:

Теорема 3.1. Граф Кэли свободного коммутативного моноида S с цикличе-
скими соотношениями внешнепланарен тогда и только тогда, когда выполнено
одно из следующих условий:

(1) S = 〈a|am = 1〉, где m – любое натуральное число;
(2) S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bt = 1〉, либо S = 〈a, b|ab = ba, am = 1, bt = 1〉,

где для натуральных r, m, t выполнено одно из следующих ограничений:
а) t = 1; б) m ≤ 2, t = 2;
(3) S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, b2 = b, c = 1〉, где r и m –

натуральные числа, причем m ≤ 2.
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Доказательство. Известно [14], что граф Кэли конечного свободного ком-
мутативного моноида S относительно множества свободных образующих пла-
нарен тогда и только тогда, когда S задан копредставлением одного из следу-
ющих видов:

1) S = 〈a|am = 1〉, где m – любое натуральное число;
2.1) S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bt = 1〉, где для натуральных r, m, t

выполнено одно из следующих ограничений: а) t ≤ 2; б) m ≤ 2, t > 2;
2.2) S = 〈a, b|ab = ba, am = 1, bt = 1〉, где m и t – натуральные числа, причем

t ≤ 2;
3.1) S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, bh+t = bh, ck = 1〉, где для

натуральных чисел r, m, h, t, k выполнено одно из следующих ограничений:
а) h = 1, t = 1, k = 1; б) m ≤ 2, t ≤ 2, k = 1; в) m ≤ 2, h = 1, t = 1, k = 2;

3.2) S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, b2 = 1, c2 = 1〉, где r и m

– натуральные числа, причем m ≤ 2;
3.3) S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = 1, b2 = 1, c2 = 1〉;
4) S = 〈a, b, c, d|ab = ba, ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db, cd = dc,

ar+m = ar, b2 = b, c2 = c, d = 1〉, где r и m – натуральные числа, причем m ≤ 2.
(1) Для доказательства подробно рассмотрим каждую из возможных си-

туаций. Если полугруппа порождена одним образующим элементом, то граф
допускает внешнеплоскую укладку для любого числа элементов такой полу-
группы.

(2) Докажем что граф Кэли полугруппы S = 〈a, b|ab = ba, ar+m = ar, bt = 1〉,
либо S = 〈a, b|ab = ba, am = 1, bt = 1〉, внешнепланарен тогда и только тогда,
когда выполнено хотя бы одно из ограничений: а) t = 1; б) m ≤ 2, t = 2.
Достаточность указанных ограничений для планарности доказывается приве-
дением внешнеплоской укладки графа Кэли на основании схемы по Рис.3.1.1.
В противном случае в основе усматривается подграф, гомеоморфный K2,3.

Рис. 3.1.1. Граф Кэли полугруппы S = 〈a, b|ab = ba, ar+m
= ar, bt

= 1〉.

(3) Перейдем к рассмотрению случая, при котором множество образующих
полугруппы состоит из трех элементов.



200 Д.В. СОЛОМАТИН

Рис. 3.1.2. Граф Кэли коммутативной полугруппы

S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m
= ar, b2

= b, c2
= 1〉.

Рис. 3.1.3. Основа графа Кэли коммутативной полугруппы

S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m
= ar, b2

= 1, c2
= 1〉.
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Для полугрупп S = 〈a, b, c|ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, b2 = b, c = 1〉,
где r и m – натуральные числа, причем m ≤ 2, имеется внешнеплоская укладка.
В противном случае обнаруживается гомеоморфный графу K4 подграф, равно
как и на Рис.3.1.2, Рис.3.1.3.

В каждом из остальных случаев основа графа содержит подграф, гомео-
морфный графу K2,3. Таким образом, получен критерий внешнепланарности
графа Кэли конечных свободных коммутативных моноидов.

4. Рассыпчатые полугруппы

Известно, что свойство планарности графа Кэли не является инвариантом
полугруппы, а существенно зависит от выбора порождающих элементов. По-
этому естественно рассматривать графы Кэли полугрупп относительно мини-
мальных множеств образующих. Особый случай доставляют полугруппы, в
которых любое минимальное множество образующих совпадает со всей полу-
группой. Нетрудно показать, что это возможно тогда и только тогда, когда
полугруппа S является рассыпчатой, то есть для любых элементов a, b из S

выполняется ab = a или ab = b.
Решим задачу описания рассыпчатых полугрупп, допускающих внешнепла-

нарный граф Кэли. Любая рассыпчатая полугруппа является ординальной
суммой сингулярных полугрупп [28, с. 50]. Напомним, что ординальной суммой
попарно непересекающихся полугрупп Se, где e пробегает цепь P , называется
полугруппа S =

⋃
e∈P Se, в которой при e < f для любых a ∈ Se и b ∈ Sf дей-

ствует правило умножения ab = ba = a. Полугруппа называется сингулярной,
если она является полугруппой левых или правых нулей.

Лемма. Основа графа Кэли n-элементной полугруппы правых нулей явля-
ется полным графом Kn.

Доказательство. Множество вершин графа Кэли полугруппы правых ну-
лей совпадает с множеством элементов этой полугруппы, причем каждый из
них входит в множество образующих. Более того, граф Кэли полугруппы пра-
вых нулей содержит помеченное ребро (a, x, b) тогда и только тогда, когда
x = b. Следовательно, любая вершина графа Кэли такой полугруппы, будет
соединена дугой с каждой вершиной этого графа. То есть основа этого графа
является полным графом Kn.

Теорема 4.1. Пусть S - рассыпчатая полугруппа и S =
⋃

e∈P Se, соот-
ветствующая ординальная сумма сингулярных полугрупп. Тогда S допускает
внешнепланарный граф Кэли, если и только если выполняется одно из следу-
ющих условий:

(1) |P | = 1 и |S| < 4, если S – полугруппа правых нулей;
(2) |P | = 2 и выполнено одно из условий:
а) обе компоненты – полугруппы правых нулей и |S| < 4;
б) только одна из компонент Se является полугруппой правых нулей, при

этом |Se| ≤ 2, и другая компонента также содержит менее трех элементов;
в) обе компоненты – полугруппы левых нулей, и одна из них одноэлементная,

либо каждая содержит не более двух элементов;
(3) |P | = 3 и выполнено одно из условий:
а) все компоненты – полугруппы правых нулей и |S| < 4;
б) все компоненты являются полугруппами левых нулей и |S| < 5;
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Доказательство. Известно [15], что рассыпчатая полугруппа S =
⋃

e∈P Se,
заданная ординальной суммой сингулярных полугрупп, допускает планарный
граф Кэли, если и только если выполняется одно из следующих условий:

1) |P | = 1 и |S| < 5, если S – полугруппа правых нулей;
2) |P | = 2 и выполнено одно из условий:
а) обе компоненты – полугруппы правых нулей и |S| < 5;
б) только одна из компонент Se является полугруппой правых нулей, при

этом |Se| ≤ 3, а другая компонента содержит менее трех элементов;
в) обе компоненты – полугруппы левых нулей, и одна из них содержит менее

трех элементов;
3) |P | = 3 и выполнено одно из условий:
а) все компоненты – полугруппы правых нулей и |S| < 5;
б) две из компонент содержат по одному элементу, а третья компонента –

полугруппа левых нулей;
в) все компоненты являются полугруппами левых нулей, и более того:

(|S| ≤ 5 или |Se| = 2 для любого e ∈ P );
4) |P | = 4 и |S| ≤ 5.
Для полугрупп, удовлетворяющих условию теоремы, строится внешнеплос-

кая укладка соответствующего графа Кэли. Если полугруппа не удовлетворяет
приведенным выше условиям, то основа её графа Кэли содержит подграф, го-
меоморфный K4 или K2,3.

(1) Если |P | = 1, то в исследуемой полугруппе S =
⋃

e∈P Se внешнепланар-
ность зависит непосредственно от внешнепланарности полугрупп левых или
правых нулей. Основа графа Кэли полугруппы левых нулей L состоит из мно-
жества изолированных вершин L и, следовательно, является внешнепланар-
ным для любого числа вершин. Если единственной компонентой является по-
лугруппа правых нулей, то по лемме, при числе элементов не менее 4, соответ-
ствующий граф Кэли не является внешнепланарным.

Рис. 4.1.1. Ориентированная основа Графа Кэли полугруппы S = {a, b, c} ∪ {d, e},

где {a, b, c}, {d, e} являются полугруппами левых нулей.

(2) Рассмотрим возможные ситуации объединения двух полугрупп, когда
|P | = 2. Граф Кэли, в таком случае будет являться двудольным графом, при-
чем в каждой из долей будут находиться вершины соответствующие объеди-
няемым полугруппам. Но так как P – цепь, каждый элемент одной полугруп-
пы будет связан ребром с каждым элементом другой. Хорошо известно, что
двудольный граф не будет являться внешнепланарным, если число вершин в
одной из его компонент больше либо равно 3, в другой – больше либо равно 2.
Например, основа графа Кэли полугруппы S = {a, b, c}∪{d, e}, являющейся ор-
динальной суммой двух полугрупп левых нулей является полным двудольным
графом K2,3. Ориентированная основа такого графа изображена на Рис.4.1.1.
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Предположим теперь, что одна из объединяемых полугрупп является полу-
группой правых нулей. Если в ней не более двух элементов, то граф Кэли до-
пускает внешнеплоскую укладку. В противном случае, выбрав три минимально
возможных неудовлетворяющих условию внешнепланарности, элемента полу-
группы правых нулей, по лемме получим полный граф K3. Причем каждая
из его вершин, в силу того, что P является цепью, будет соединена ребром с
одной из вершин, соответствующей элементу второй компоненты ординальной
суммы. Таким образом получим подграф, гомеоморфный K4. Если же и вторая
компонента – полугруппа правых нулей, то соединение каждой вершины графа
K2 с каждой вершиной графа K2 будет содержать K4 в качестве подграфа, сле-
довательно, условие |S| < 4 необходимо для выполнения внешнепланарности в
данном случае.

(3) Пусть |P | = 3. Если все объединяемые компоненты являются полугруп-
пами левых нулей, то при объединении трех двухэлементных полугрупп и при
объединении двух одноэлементных с полугруппой левых нулей произвольно-
го порядка граф Кэли имеет плоскую укладку, аналогичную изображенным
на Рис.4.1.2 и Рис.4.1.3 плоским укладкам соответствующих основ, не явля-
ющихся внешнепланарными при n ≥ 3, так как обнаруживается подграф, го-
меоморфный K2,3. Если все объединяемые компоненты являются полугруп-
пами правых нулей, то для плоской укладки необходимо и достаточно чтобы
|S| < 4, так как каждая вершина графа Кэли будет соединена ребром с каждой
вершиной, иначе будет присутствовать подграф K4.

Рис. 4.1.2. Ориентированная основа Графа Кэли ординальной суммы трех

двухэлементных полугрупп левых нулей S = {a, b} ∪ {c, d} ∪ {e, f}.

Рис. 4.1.3. Основа графа Кэли ординальной суммы двух одноэлементных полугрупп

с полугруппой левых нулей S = {b} ∪ {c} ∪ {a1, a2, . . . , an}.

Рис. 4.1.4. Подграф Графа Кэли полугруппы S = {a} ∪ {b} ∪ {c} ∪ {d}.
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(4) Граф Кэли наименьшей возможной полугруппы, для которой |P | = 4,
содержит подграф, гомеоморфный графу K4, изображенный на Рис.4.1.4. При-
чем независимо от того, образуют складываемые множества полугруппы пра-
вых или левых нулей и в каком порядке они располагаются, так как достаточно
выбрать по одному представителю.

Что и требовалось доказать.

5. Конечнопорожденные полугруппы с одним определяющим

соотношением и с тождеством

Прежде чем сформулировать полученный результат, напомним, что графом
Кэли полугруппы S относительно множества образующих её элементов X ,
мы называем конечный ориентированный мультиграф Cay(S, X), состоящий
из множества вершин S и множества помеченных дуг – всевозможных троек
(a, x, b), где a, b ∈ S, x ∈ X и ax = b. Таким образом, для каждого элемента из
S, граф Кэли имеет соответствующую вершину, и для всех элементов a ∈ S,
x ∈ X , имеются дуги от a до ax, помеченные элементом x.

Вышеупомянутое определение задает ориентированный мультиграф с поме-
ченными ребрами. Но существует несколько небольших разновидностей, на-
пример, в некоторых контекстах, вместо правого умножения используется ле-
вое. Тем самым можно разделять правые и левые графы Кэли. Очевидно, что
данные понятия совпадают для случая коммутативных полугрупп, в против-
ном же случае их можно исследовать с точностью до антиизоморфизма, а прин-
цип двойственности позволяет не воспроизводить соответствующие утвержде-
ния для одного из взаимно двойственных случаев.

Теорема 5.1. Нециклическая полугруппа с одним определяющим соотноше-
нием и с тождеством, допускает внешнепланарный граф Кэли тогда и только
тогда, когда она антиизоморфна одной из полугрупп: S2,k = 〈a, b|ab = bk〉, при
k ≤ 3, S3 = 〈a, b|aba = ba〉 или изоморфна полугруппе S2,1 = 〈a, b|ab = b〉.

Доказательство. Известно [20], что нециклическая полугруппа с одним
определяющим соотношением и с тождеством, допускает планарный граф Кэ-
ли тогда и только тогда, когда она антиизоморфна одной из полугрупп:

S1 = 〈a, b|ab = ba〉, S2,k = 〈a, b|ab = bk〉, k = 1, 2, . . ., S3 = 〈a, b|aba = ba〉,
S4 = 〈a, b|aba = b〉, S5 = 〈a, b|a2 = b2〉, S6 = 〈a, b|aba2 = ba〉; или изоморфна
одной из полугрупп: S1, S2,1, S4, S5.

Выполним проверку допустимости внешнепланарного графа Кэли вышеупо-
мянутых полугрупп. В большинстве случаев элементы a и b неразложимы, сле-
довательно, они входят в любое множество образующих. Более того, {a, b} –
минимальное множество образующих, поэтому графы Кэли рассматривают-
ся относительно них. Планарность графа Кэли свободной коммутативной 2-
порожденной полугруппы S1 = 〈a, b|ab = ba〉 не вызывает сомнений, тем не
менее, внешнепланарным он не является.

Для оставшихся некоммутативных полугрупп встаёт вопрос о равенстве слов,
но каких либо принципиальных трудностей при его решении не возникает.
Достаточно лишь внимательно выполнять преобразования, с использованием
определяющих соотношений. Покажем, например, что в полугруппе изоморф-
ной S2,1 для любого n, anb = b. Действительно, при n = 1, ab = b является
определяющим соотношением данной полугруппы, а если anb = b при некото-
ром n = k, то an = b и при n = k+1, так как ak+1b = (aka)b = ak(ab) = akb = b,
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следовательно, anb = b для любого n. Продолжая аналогичные рассуждения,
получим, что каждый элемент данной полугруппы представим в виде biaj , а
дугами, помеченными элементами a и b, в графе Кэли соединяются соответ-
ственно biaj с biaj+1 и biaj с bi+1, для i, j ≥ 0. Поэтому внешнеплоскую укладку
можно осуществить в виде приведенной на Рис.5.1.1.

Перейдём к рассмотрению графов Кэли полугрупп антиизоморфных выше-
указанным на Рис.5.1.2 и Рис.5.1.3. Вершины графов Кэли таких полугрупп
будут соответствовать элементам, полученным умножением образующих сле-
ва и выполнением дальнейших преобразований используя определяющие со-
отношения. При анализе оставшихся вариантов, усматриваются запрещенные
конфигурации K2,3 и K4. Теорема доказана.

Рис.5.1.1. Схема внешнеплоской укладки графа Кэли полугруппы, изоморфной

S2,1 = 〈a, b|ab = b〉.

Рис.5.1.2. Схема плоской укладки графа Кэли полугруппы, антиизоморфной

S2,n = 〈a, b|ab = bn〉, при n ≥ 1, который является внешнепланарным при n ≤ 3.
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Рис.5.1.3. Схема внешнеплоской укладки графа Кэли полугруппы, антиизоморфной

S3 = 〈a, b|aba = ba〉.

6. Свободные частично коммутативные полугруппы и n-веерные

полурешетки

Напомним из [9, с. 1296] и [29, с. 460], что если дан обыкновенный граф
Γ с множеством вершин V Γ = {a1, . . . , an}, то можно определить свободную
частично коммутативную полугруппу, как полугруппу S(Γ), заданную множе-
ством {a1, . . . , an} образующих элементов и множеством определяющих соот-
ношений вида aiaj = ajai для тех и только тех ai и aj , которые соединены
ребром в графе Γ.

В следующей теореме описывается влияние графа коммутативности множе-
ства образующих элементов частично коммутативной свободной полугруппы
на внешнепланарность графа Кэли последней. Как оказалось, существенной
является валентность вершин графа коммутативности, то есть не только чис-
ло элементов множества образующих, но и количество коммутирующих пар
влияет на внешнепланарность графа Кэли полугруппы.

Теорема 6.1. Граф Кэли частично коммутативной свободной полугруппы
S(Γ), соответствующей графу коммутативности Γ множества образующих её
элементов, внешнепланарен тогда и только тогда, когда степень любой верши-
ны в графе Γ равна нулю, то есть полугруппа S(Γ) некоммутативная.

Доказательство. Известно [22], что Граф Кэли частично коммутативной
свободной полугруппы S(Γ), соответствующей графу коммутативности Γ мно-
жества образующих её элементов, планарен тогда и только тогда, когда степень
любой вершины в графе не превосходит единицы.

Если графы коммутативности множества образующих частично коммута-
тивной свободной полугруппы удовлетворяет условию теоремы, то данная по-
лугруппа вообще не содержит коммутирующих элементов, тогда основа её гра-
фа Кэли является лесом – внешнепланарным графом. Если же имеется хотя
бы одна пара коммутирующих среди образующих элементов, то в графе Кэли
данной полугруппы обнаруживается не внешнепланарный подграф, схематич-
но представленный на Рис.6.1.1, где s – слово, завершающееся элементом, не
коммутирующим с a, b, c, d.

Теорема 6.1 доказана.
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Рис.6.1.1. Фрагмент графа коммутативности и схема укладки графа Кэли

соответствующей полугруппы.

Перейдем теперь к n-веерным полурешеткам. Напомним, что полурешеткой
называется коммутативная полугруппа идемпотентов [28, с. 31].

Будем называть n-веерной полурешетку Sn
k с нулем, для 1 ≤ n ≤ k, за-

данную копредставлением 〈a1, a2, . . . , ak|a
2
i = ai, aiaj = ajai, ai1ai2 . . . ain

= 0〉,
где (i1, i2, . . . , in) – пробегают все размещения без повторений из k элементов
1, 2, . . . , k по n, а i, j принимают всевозможные значения от 1 до k. Следующая
теорема выделяет в классе таких полугрупп все допускающие внешнепланар-
ные графы Кэли полугруппы, на языке ограничений количества элементов
фиксированной длины. Для краткости формулировки, обозначим S(2) – мно-
жество всех ненулевых слов полугруппы S вида aiaj , i 6= j.

Теорема 6.2. n-веерная полурешетка S = Sn
k допускает внешнепланарный

граф Кэли тогда и только тогда, когда n ≤ 2.
Доказательство. Известно [22], что n-веерная полурешетка S = Sn

k допус-

кает планарный граф Кэли тогда и только тогда, когда |S(2)| ≤ 3, то есть слов
длины 2 в данной полугруппе не более чем 3, для внешнепланарности ограни-
чение более сильное и требует полного отсутствия оных. В самом деле, пусть
Sn

k – исследуемая полурешетка, порожденная k образующими.

Рис.6.2.1. Схема внешнеплоской укладки ориентированной основы графа Кэли

полугруппы S = S2
k при k ≥ 1.
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Рис.6.2.2. Ориентированная основа графа Кэли полугруппы Sn
3 при n ≥ 3.

Отметим, что всякая n-веерная полурешетка обладает единственным мини-
мальным порождающим множеством {a1, a2, . . . , ak}. В связи с этим, изучая
вопрос планарности, имеет смысл рассматривать графы Кэли полугруппы от-
носительно минимального порождающего множества. Рассмотрим различные
значения параметров n и k. Для полугруппы S = S2

k, при значении k ≥ 1,
схема внешнепланарной укладки ориентированной основы её графа Кэли от-
носительно минимального множества образующих приведена на Рис.6.2.1, в то
же время S = S1

k = {0} очевидно допускает внешнепланарный граф Кэли.
В случае же, когда S = Sn

3 , для возможных n ≥ 3, схема укладки ориентиро-
ванной основы графа Кэли полугрупп относительно минимального множества
образующих приведена на Рис.6.2.2, при этом внешнепланарным данный граф
не является, так как содержит подграф, гомеоморфный графу K4 с некоторой
ориентацией ребер. Кроме того, прочие полугруппы не удовлетворяют условию
планарности их графа Кэли.

Теорема доказана.

7. О допустимости графов K4 и K2,3 взятых с некоторой

ориентацией и пометкой ребер, в качестве графов Кэли

полугрупп

При изучении вопросов планарности важную роль играю графы K5 и K3,3.
Ранее [12] было доказано, что если Cay(S, E) – граф Кэли конечной полугруп-
пы S, то Cay(S, E):

1) не изоморфен полному двудольному графу K3,3 с любой ориентацией и
раскраской (разметкой) ребер;

2) изоморфен полному графу K5 с единственной ориентацией ребер тогда и
только тогда, когда S имеет копредставление:
S = 〈a, b|ab = ba, a = b2 = a3b, a2 = ab2, b = a3 = a2b2〉.

Продолжая исследование в данном направлении заметим, что при изуче-
нии вопросов внешнепланарности, на основании критерия Чартрэнда-Харари,
ключевая роль отводится графам K4 и K2,3. Ниже показано, что не существует
полугрупп, графы Кэли которых изоморфны полному графу K4 или полному
двудольному графу K2,3 с некоторой ориентацией и раскраской ребер.

Теорема 7.1. Если Cay(S, E) – граф Кэли конечной полугруппы S, то
Cay(S, E):

(1) не изоморфен полному графу K4 с любой ориентацией и раскраской
ребер;
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(2) не изоморфен полному двудольному графу K2,3 с любой ориентацией и
раскраской ребер.

Доказательство. Пусть n – число вершин, m – ребер, t – число элементов
порождающего множества полугруппы заданной некоторыми соотношениями.
Тогда число ребер соответствующего возможного графа Кэли m = tn. Таким
образом, K2,3 и K4 с любой ориентацией ребер не являются графом Кэли,
поскольку их число ребер не делится на число вершин.

Что и требовалось доказать.

8. Заключение

Для классификации групп с внешнепланарными графами Кэли важно по-
лучить ответы на следующие открытые вопросы: найти условия, при которых
свободное коммутативное произведение двух конечных полугрупп A, B с внеш-
непланарными графами Кэли обладает тем же свойством; найти условия, при
которых прямое произведение двух полугрупп A, B с внешнепланарными гра-
фами Кэли обладает тем же свойством; найти условия, при которых разду-
вание (inflation) полугруппы с внешнепланарным графом Кэли обладает тем
же свойством; описать внешнепланарные графы Кэли полугруппы, получен-
ной раздуванием полугруппы правых нулей; описать конечные коммутативные
клиффордовы полугруппы (в частности, полурешетки), допускающие внешне-
планарный граф Кэли (с точностью до групп); найти абстрактную характери-
стику графов Кэли полугрупп; описать полугруппы, полученные добавлением
соотношения (не являющегося следствием исходных соотношений), допускаю-
щие внешнепланарный граф; описать полугруппы Фибоначчи, допускающие
внешнепланарный граф Кэли.
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