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Abstract. A new approach to realization of time-optimal control in

real time for linear systems under control with constraint is proposed.

It is based on subdividing the computational costs on those made in

advance of the control process and those carried as it proceeds. The

preliminary computations do nit depend on actual initial condition and

rely on approximation of attainability sets in different periods of time

by complex of hyperplane. Methods of constructing them are given with

a way to single out the support hyperplane. Methods of approximate

finding and following correction for normalized vector of adjoint system

initial conditions, switching times of time-optimal control, and the control

completion time are suggested. Estimation of computational working

time is given. Reduction of unspecified form systems to their canonical

form is considered. Quantitative measure of total controllability is deter-

mined. Results of modeling and numerical calculations are presented.

Keywords: optimal control, speed, attainability sets, hyperplane, real
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1. Введение

Оптимальное управление по различным критериям качества представляет
значительный теоретический и практический интерес. Одним из важнейших
критериев является быстродействие. Поэтому нахождение оптимального по
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быстродействию управления весьма актуальная задача [1],[2]. Так как анали-
тическое решение задачи в общем случае невозможно, то отечественными и
зарубежными специалистами предложены различные численные методы, каж-
дый из которых обладает определенными достоинствами и недостатками [3] -
[14]. Однако их реализация связана со значительными вычислительными за-
тратами. Большие вычислительные затраты не позволяют реализовать в ре-
альном времени оптимальное управление многими объектами и процессами и
приводят к необходимости разработки новых численных методов, учитываю-
щих специфику решаемой задачи и обладающих в процессе управления малой
вычислительной трудоемкостью.

Одним из возможных подходов является разделение вычислительных за-
трат на предварительные вычисления и вычисления в процессе управления.
Резкое снижение вычислительных затрат в процессе управления позволяет ре-
ализовать оптимальное управление в реальном времени.

В настоящей работе предлагается реализация такого подхода.
Область начальных условий динамической системы разбивается на обла-

сти достижимости за различные времена. Каждая область достижимости ап-
проксимируется совокупностью гиперплоскостей. Для этого на фазовых осях
находятся граничные точки, т.е. точки пересечения границы области дости-
жимости за время Ts, s = 1, q c осями фазового пространства. Одновременно
находятся граничные точки на лучах, исходящих из начала координат. Каж-
дая область достижимости аппроксимируется совокупностью гиперплоскостей,
проходящих через различные комбинации граничных точек. Каждой гипер-
плоскости соответствует один единственный нормальный вектор, направлен-
ный внутрь области достижимости. Рассмотрена процедура выделения подмно-
жества начальных условий и алгоритм определения для подмножества опорной
гиперплоскости. Нормальный вектор к опорной гиперплоскости является нор-
мированным приближенным вектором начальных условий сопряженной систе-
мы. Вектор начальных условий сопряженной системы однозначно определяет
моменты переключений оптимального по быстродействию управления. В ре-
зультате получаем аппроксимирующую конструкцию, позволяющую получить
приближенное решение исходной задачи – найти оптимальное по быстродей-
ствию управление в реальном времени. Самое главное состоит в том, что ап-
проксимирующая конструкция строится предварительно до начала процесса
управления, так как ее реализация не зависит от конкретного начального усло-
вия.

Вычисления в процессе управления заключаются: 1) в определении конкрет-
ной опорной гиперплоскости, соответствующей заданным начальным услови-
ям; 2) в уточнении приближенно найденных моментов переключений опти-
мального управления. Процедура определения опорной гиперплоскости сво-
дится к проверке простых неравенств. Процедура уточнения приближенно най-
денных моментов переключений оптимального управления состоит в интегри-
ровании системы дифференциальных уравнений на интервалах перемещения
конечного момента и моментов переключений управления.
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Вычислительную трудоемкость любого метода нахождения оптимального
управления принято оценивать по затратам на наиболее трудоемкие в вычис-
лительном отношении операции – по числу решений задачи Коши. В тради-
ционных методах нахождения оптимального управления это, как правило, де-
сятки решений задачи Коши. Для оптимального управления в реальном вре-
мени важны лишь вычислительные затраты в процессе управления. В рас-
сматриваемом методе нет необходимости в решении задачи Коши в процессе
управления. Достаточно интегрировать систему дифференциальных уравне-
ний лишь на интервалах перемещения конечного момента и моментов пере-
ключений управления, что резко снижает вычислительные затраты и позволя-
ет реализовать в реальном времени оптимальное управление быстродействую-
щими объектами и быстропротекающими процессами.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть управляемая система описывается линейным дифференциальным урав-
нением

ẋ = A(t)x +B(t)u, x(t0) = x0 , x0 ∈ D, D ⊂ V , (2.1)

где x — n-мерный вектор фазового состояния; A(t) и B(t) — непрерывные мат-
рицы размера n×n и n×m соответственно; u — m-мерный вектор управления,
компоненты которого принадлежат классу кусочно-непрерывных функций и
подчинены ограничениям

|uj | 6 Mj , Mj > 0, j = 1,m . (2.2)

Предполагается, что система (2.1) полностью управляема, т.е.

rank

[ tk∫

t0

Φ(tk , τ)B(τ)B∗(τ)Φ∗(tk , τ)dτ

]
= n , (2.3)

и переводима в начало координат из ограниченной области начальных условий
D; V — область управляемости; Φ(t, t0) - фундаментальная матрица решений
однородного дифференциального уравнения;* - знак транспонирования.

Задача. Найти в реальном времени допустимое управление u0(t), перево-
дящее за минимальное время T = tk − t0 систему (2.1) из начального состо-
яния x(t0) = x0 в начало координат x(tk) = 0.

Замечание 1. Вычисление оптимального управления в реальном време-
ни приводит к необходимости введения в теорию оптимального управления
принципиально нового типа ограничения – ограничения на время вычисления
оптимального управления:

min
j∈[1,m]

(ν1
j − t0) > T∗. (2.4)

Здесь T∗ - время, затрачиваемое на вычисление оптимального управления; ν1
j -

первый момент переключения j компоненты вектора управления. Нарушение
этого ограничения не влечет потерю работоспособности метода, но приводит к
структуре оптимального управления, отличной от структуры традиционного
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программного управления в задаче линейного быстродействия с фиксирован-
ным левым концом.

Замечание 2. Перевод системы в любое конечное состояние (принимаемое
за новое начало координат) преобразованием координат сводится без потери
общности к переводу системы из нового начального состояния в начало коор-
динат.

Замечание 3. Задача нахождения оптимального управления с несиммет-
ричными ограничениями на управления сводится к задаче оптимального управ-
ления с симметричными ограничениями (2.2).

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

3.1. Аппроксимация областей достижимости гиперплоскостями. Об-
ласть достижимости RT за время T - это область фазового пространства X ,
из точек которого система (2.1) может быть переведена оптимальным по быст-
родействию управлением в начало координат за время 6 T . Так как область
управления U (2.2) выпуклое ограниченное замкнутое множество, то и область
достижимости RT - выпуклое ограниченное замкнутое множество. Из точек
фазового пространства, принадлежащих границе множества достижимости RT

система (2.1) переводится оптимальным управлением строго за время T , а из
внутренних точек переводится за время < T .

Обозначим через через x∗(i) - точки на фазовых осях, переход из которых
в начало координат происходит за время T , т.е. x∗(i) - граничные точки пе-
ресечения с осями фазового пространства границы области достижимости за
время T . Задача нахождения x∗(i) является обратной задачей оптимального
быстродействия и решается предварительно до начала процесса управления.
На рис. 1 показана область достижимости RT за время T и граничные точки
±x∗(i), i = 1, 2. Для системы n поряка имеем на фазовых осях 2n граничных
точек, время оптимального по быстродействию перевода из которых равно T .

Рис. 1
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Проведем через n различных граничных точек, принадлежащих различным
фазовым осям, гиперплоскости, каждая из которых описывается одним из ни-
жеследующих уравнений в отрезках

n∑

i=1

xi

±x∗(i)
− 1 = 0 . (3.1)

Число гиперплоскостей, которые проходят через 2n граничных точек, равно
2n. Совокупность гиперплоскостей (3.1), ограничивающих часть фазового про-
странства, может быть описана векторным уравнением

Px− I = 0 . (3.2)

Здесь x – n-мерный вектор фазового пространства; I – единичный вектор-
столбец размера 2n; P – матрица размера 2n×n, составленная из 2n комбинаций
различных значений 1

±x∗

(i)
по n в каждой строке:

P =



1

x∗(1)

1

x∗(2)

1

x∗(3)
. . .

1

x∗(n)

1

−x∗(1)

1

x∗(2)

1

x∗(3)
. . .

1

x∗(n)

1

−x∗(1)

1

−x∗(2)

1

x∗(3)
. . .

1

x∗(n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

−x∗(1)

1

−x∗(2)

1

−(x3)
. . .

1

−x∗(n)




.

Если выполнено условие

Px(t0) − I 6 0 (3.3)

для всех 2n линейных неравенств, то точка x(t0) лежит внутри (либо на гра-
нице в случае равенства) фазового пространства, ограниченного гиперплоско-
стями (3.1). Нетрудно видеть, что (3.3) выделяет многогранник Y , вписанный
в множество достижимости RT за время T и имеющий с ним 2n общих гра-
ничных точек (см. рис. 2).
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Рис. 2

Процедуру выделения множества Y можно существенно упростить. Нет необ-
ходимости в одновременном рассмотрении всех 2n линейных неравенств (3.3).
Так как справедливо соотношение

n∑

i=1

xi(t0)

±x∗(i)
6

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗(i)

∣∣∣∣∣ ,

то достаточно рассмотреть предельное соотношение, которое cправедливо при
любом расположении начальной точки в фазовом пространстве

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗(i)

∣∣∣∣∣ − 1 6 0 . (3.4)

Если (3.4) выполняется, то x(t0) ∈ Y . Если (3.4) не выполняется, то начальное
условие не принадлежит множеству Y .

Достоинством рассмотренного способа является простота реализации. Недо-
статком такого способа является малая выделяемая область достижимости, ко-
торая может быть значительно увеличена следующим образом. Дополним рас-
смотрение еще двумя граничными точками x(+)

∗ и x(−)
∗ . Известно, что области

достижимости по форме близки к эллипсоидам [15]. Точки x(+)
∗ и x(−)

∗ это край-
ние граничные точки области достижимости, которые находятся следующим
образом. Проведем через начало координат и точку XR = (x∗(1), x

∗
(2), ..., x

∗
(n))

прямую линию. Координаты точки XR равны значениям граничных точек на
фазовых осях. На этом луче находим такую точку x∗ = µXR, изменяя ко-
эффициент µ, для которой система (2.1) с начальным условием x(t0) = x∗
переводится в начало координат оптимальным по быстродействию управлени-
ем за время T . Следовательно, находим граничные точки на лучах в каждом
квадранте фазового пространства. Находим две точки, для которых радиус-
векторы максимальны. В этих квадрантах фазового пространства, изменяя



78 В.М. АЛЕКСАНДРОВ

направления лучей, находим граничные точки x(+)
∗ и x(−)

∗ . Они по построению
симметричны относительно начала координат.

В результате для системы n порядка имеем 2(n + 1) граничных точек: 2n
точек на фазовых осях и 2 точки на лучах. Составим из n различных гра-
ничных точек, находящихся на фазовых осях в одном квадранте с граничной
точкой x(+)

∗ ( аналогично и x(−)
∗ ), n сочетаний по (n− 1) различных значений

в каждом сочетании. Дополним каждое сочетание граничной точкой x(+)
∗ . По-

лучим n различных комбинаций по n точек в каждой комбинации. Проведем
через каждую комбинацию из n точек гиперплоскость. Получим совокупность
из n гиперплоскостей. Каждая гиперплоскость проходит через граничную точ-
ку x(+)

∗ и (n− 1) различных граничных точек на фазовых осях и описывается
одним из уравнений вида

n∑

i=1

A
(+)
ik xi − 1 = 0, k = 1, n. (3.5)

Численные n значений коэффициентов A
(+)
ik , i = 1, n для каждого конкрет-

ного k ∈ [1, n] находятся следующим образом. Подставляем в уравнение (3.5)
координаты каждой граничной точки, через которые проходит данная гипер-
плоскость. Таких граничных точек n в каждой комбинации. Получаем систему
из n линейных неоднородных алгебраических уравнений относительно n неиз-
вестных коэффициентов A(+)

ik , i = 1, n:

A
(+)
1k x1(1) +A

(+)
2k x2(1) + ...+A

(+)
nk xn(1) − 1 = 0,

...................................................................

A
(+)
1k x1(N) +A

(+)
2k x2(N) + ...+A

(+)
nk xn(N) − 1 = 0, (3.6)

...................................................................

A
(+)
1k x1(n) +A

(+)
2k x2(n) + ...+A

(+)
nk xn(n) − 1 = 0,

Здесь N = 1, n - порядковый номер граничной точки в каждой комбинации из
n граничных точек; xi(N) - i фазовая координата N граничной точки.

В результате для каждой из n гиперплоскостей составляем систему из n
линейных неоднородных алгебраических уравнений для вычисления неизвест-
ных коэффициетов A(+)

ik , i = 1, n; k = 1, n. Так как граничные точки на осях
содержат все нулевые значения, кроме одного, то каждый из n коэффициен-
тов находится непосредственно из одного из n уравнений. Другими словами,
выбор граничных точек на фазовых осях резко упрощает процесс вычисления
коэффициентов.

Аналогичные вычисления коэффициентов A(−)
ik , i = 1, n; k = 1, n произво-

дим и для другой симметричной граничной точки x
(−)
∗ . Каждая из n гипер-

плоскостей описывается одним из уравнений
n∑

i=1

A
(−)
ik xi − 1 = 0, k = 1, n. (3.7)

Следует подчеркнуть, что эти вычисления производим предварительно до
начала процесса управления.

Cовокупность гиперплоскостей (3.5) аппроксимирует множество достижи-

мости за время T в квадранте, в котором находится граничная точка x
(+)
∗ .
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Аналогично имеем другую совокупность гиперплоскостей (3.7), аппроксими-
рующих множество достижимости в квадранте, в котором находится точка
x

(−)
∗ . В результате получаем (2n − 2 + 2n) гиперплоскостей, аппроксимирую-

щих множество достижимости за время T . На рис.3 показана аппроксимация
гиперплоскостями множества достижимости за время T .

Рис. 3

Важно подчеркнуть, что для определения принадлежности начального усло-
вия x(t0) = x0 области достижимости нет необходимости в проверке всех
(2n − 2 + 2n) неравенств. Если начальное условие не находится в квадранте,

в котором находится граничная точка x
(+)
∗ или x

(−)
∗ , то достаточно прове-

рить выполнение предельного соотношения (3.4). Если (3.4) выполняется, то
x(t0) ∈ RT . Если (3.4) не выполняется, то начальное условие не принадлежит
области достижимости RT . Начальное условие не принадлежит квадранту, в
котором находится граничная точка x(+)

∗ (или x(−)
∗ ), если sign xi(t0) 6= signx(+)

i∗

(или signxi(t0) 6= signx(−)
i∗ ) хотя бы для некоторого одного значения i ∈ [1, n].

Если начальное условие x(t0) = x0 находится в квадранте, в котором нахо-

дится граничная точка x(+)
∗ , то начальное условие принадлежит области до-

стижимости при выполнении всех n неравенств

n∑

i=1

A
(+)
ik xi(t0) − 1 6 0, k = 1, n. (3.8)

Аналогично, если начальное условие находится в другом квадранте, в ко-
тором находится симметричная граничная точка x

(−)
∗ , то начальное условие

x(t0) = x0 принадлежит области достижимости при выполнении всех n других
неравенств

n∑

i=1

A
(−)
ik xi(t0) − 1 6 0, k = 1, n. (3.9)
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3.2. Вычисление нормированного вектора начальных условий со-
пряженной системы ψ̂(t0). Предположим, что начальное условие x(t0) = x0

системы (2.1) находится на границе области достижимости RT за время T .
Проведем через точку x(t0) = x0 опорную гиперплоскость Г к множеству до-
стижимости RT (см. рис. 4).

Рис. 4

Нормальный вектор гиперплоскости, исходящий из точки x(t0) = x0 и на-
правленный внутрь области достижимости и есть вектор ψ(t0) [2]. Следует
подчеркнуть, что для задачи быстродействия в силу однородности функции
Понтрягина относительно вектора сопряженной системы важно лишь направ-
ление вектора ψ(t0), а его величина не имеет значения.

Так как область достижимости аппроксимирована гиперплоскостями, то нор-
мальный вектор к соответствующей опорной гиперплоскости и есть вектор
ψ̂(t0). Компоненты единичного нормального вектора ψ̂(t0) определяются через
направляющие косинусы. Так, если через начальное условие x(t0) проходит,
например, µ гиперплоскость вида

A1µx1(t0) +A2µx2(t0) + ...+Anµxn(t0) − 1 = 0, µ ∈ [1, n], (3.10)

то имеем

ψ1(t0) = −
A1µ

[ n∑
i=1

A2
iµ

]1/2
; ψ2(t0) = −

A2µ
[ n∑

i=1

A2
iµ

]1/2
; ...

... ψk(t0) = −
Akµ

[ n∑
i=1

A2
iµ

]1/2
; ... ψn(t0) = −

Anµ
[ n∑

i=1

A2
iµ

]1/2
. (3.11)

Следует отметить ряд существенных моментов.
Во-первых, область достижимости аппроксимируется гиперплоскостями, т.е.

граница области достижимости совпадает с аппроксимирующим многогранни-
ком лишь в отдельных точках, число которых 2(n + 1). Поэтому начальное
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условие x(t0) = x0 в общем случае может находится вблизи границы обла-
сти достижимости и, следовательно, начальное условие сопряженной системы
ψ̂(t0) вычисляется приближенно.

Во-вторых, на границе области достижимости опорная гиперплоскость из-
меняется непрерывно и параллельна аппроксимирующей гиперплоскости лишь
в одной "средней"точке. Следовательно, только для этой точки нормальный
вектор к опорной гиперплоскости и нормальный вектор к аппроксимирующей
гиперплоскости совпадают по направлению, т.е. параллельны. Это вторая при-
чина, в силу которой начальное условие сопряженной системы ψ̂(t0) вычисля-
ется приближенно.

В третьих, в качестве граничных точек берутся точки пересечения границы
области достижимости с фазовыми осями и две точки на лучах. Это также
приводит к приближенному вычислению нормированного вектора начальных
условий сопряженной системы.

Таким образом, нормированный вектор начальных условий сопряженной си-
стемы ψ̂(t0) вычисляется приближенно, т.е. задается начальное приближение
для итерационного метода вычисления оптимального управления.

Покажем, каким образом можно задавать начальное приближение для лю-
бого начального условия x0 ∈ D, принадлежащего ограниченной области на-
чальных условий D.

3.3. Деление области начальных условий на области достижимо-
сти. Разобъем все ограниченное множество начальных условий x0 ∈ D на q
областей достижимости за разные времена Ts, s = 1, q, где Ts−1 < Ts. Каж-
дое подмножество достижимости за время Ts задается совокупностью из (2n −
2 + 2n) гиперплоскостей. Каждая из гиперплоскостей описывается одним из
нижеследующих уравнений при фиксированном s

n∑

i=1

xi

±x∗s
(i)

− 1 = 0, s = 1, q, (3.12)

если начальное условие x(t0) = x0 принадлежит квадрантам фазового про-

странства, в которых не находятся граничные точки x
(+)
∗s или x

(−)
∗s . В (3.12)

x∗s
(i) – граничные точки на фазовых осях, переход из которых в начало коор-

динат происходит за времена Ts, т. е. это точки пересечения с осями фазового
пространства границ областей достижимости за времена Ts, s = 1, q. Задача
нахождения x∗s

(i) является обратной задачей оптимального быстродействия и
решается предварительно до начала процесса управления. В результате для
системы n порядка имеем на осях 2nq граничных точек. Число таких гипер-
плоскостей (3.12) для каждого подмножества достижимости равно (2n − 2).

И каждая из гиперплоскостей описывается следующим уравнением при фик-
сированных k и s:

n∑

i=1

A
(+)s
ik xi − 1 = 0, k = 1, n; s = 1, q, (3.13)

если начальное условие x(t0) = x0 принадлежит квадранту фазового простран-
ства, в котором находится граничная точка x(+)

∗s , или
n∑

i=1

A
(−)s
ik xi − 1 = 0, k = 1, n; s = 1, q, (3.14)
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если начальное условие x(t0) = x0 принадлежит квадранту фазового простран-

ства, в котором находится граничная точка x(−)
∗s . Число гиперплоскостей (3.13)

и (3.14) для каждого подмножества достижимости равно 2n. На рис. 5 показано
деление области начальных условий на области достижимости.

Рис. 5. Деление области начальных условий на области достижимости

Если начальное условие x(t0) = x0 не принадлежит квадранту, в котором

находится граничная точка x(+)
∗s или x(−)

∗s , s = 1, q , то подмножество началь-
ных условий Ys выделяется следующим образом. Минимальное значение s, при
котором выполняется неравенство

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗s
(i)

∣∣∣∣∣ − 1 6 0, s = 1, q, (3.15)

и определяет подмножество Ys, принадлежность к которому теперь задается
так:

Ys =

{
x(t0) :

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗s
(i)

∣∣∣∣∣ − 1 6 0,

n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
xi(t0)

x
∗(s−1)
(i)

∣∣∣∣∣∣
− 1 > 0

}
. (3.16)

Если для произвольно выбранного s выполняются неравенства

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗s
(i)

∣∣∣∣∣ − 1 < 0,

n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
xi(t0)

x
∗(s−1)
(i)

∣∣∣∣∣∣
− 1 6 0, (3.17)

то это является условием уменьшения s. Если

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗s
(i)

∣∣∣∣∣ − 1 > 0,

n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
xi(t0)

x
∗(s−1)
(i)

∣∣∣∣∣∣
− 1 > 0, (3.18)
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то это является условием увеличения s. Процесс выбора s заканчивается, если

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗s
(i)

∣∣∣∣∣ − 1 6 0,

n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
xi(t0)

x
∗(s−1)
(i)

∣∣∣∣∣∣
− 1 > 0, (3.19)

Так целенаправленно происходит выбор s и той гиперплоскости, вблизи ко-
торой находится начальное условие x(t0). Знаки координат граничных точек
на осях в соответствующем уравнении гиперплоскости определяются знака-
ми координат начального условия x(t0). Гиперплоскость Гs−1 принимается за
опорную гиперплоскость для точки x(t0) множества достижимости за время
Ts−1, а нормальный вектор к опорной гиперплоскости, направленный внутрь
множества достижимости, принимается за нормированный вектор начальных
условий ψ̂(t0) сопряженной системы. В результате, если выбрано s = r, то
компоненты нормированного вектора сопряженной системы вычисляются сле-
дующим образом:

ψ̂i(t0) = −
1 signxi(t0)

|x
∗(r−1)
(i) |

[
n∑

i=1

(
1

x
∗(r−1)
i

)2
]1/2

, i = 1, n . (3.20)

Если начальное условие x(t0) = x0 принадлежит квадранту, в котором на-

ходится граничная точка x(+)
∗s ( или x

(−)
∗s ), s = 1, q, то подмножество Ys выде-

ляется следующим образом. Находится минимальное значение s, при котором
для каждого k = 1, n выполняется неравенство (3.8), а при (s− 1) существуют
такие k ∈ [1, n] (или хотя бы одно значение), для которых неравенство (3.8) не
выполняется:

Ys =

[
x(t0) :

n∑

i=1

A
(+)s
ik xi(t0)−1 6 0, k = 1, n ; ∃k ∈ [1, n]

n∑

i=1

A
(+)(s−1)
ik xi(t0)−1 > 0

]

(3.21)
Если для произольно выбранного s выполняются для каждого k = 1, n со-

отношения
n∑

i=1

A
(+)s
ik xi(t0) − 1 < 0,

n∑

i=1

A
(+)(s−1)
ik xi(t0) − 1 6 0, k = 1, n , (3.22)

то это является условием уменьшения s. Если существуют такие значения k ∈
[1, n] (или хотя бы одно значение), для которых не выполняются неравенства

n∑

i=1

A
(+)s
ik xi(t0) − 1 > 0,

n∑

i=1

A
(+)(s−1)
ik xi(t0) − 1 > 0, ∃k ∈ [1, n] , (3.23)

то это является условием увеличения s. Процесс выбора s заканчивается, когда
выполняются условия (3.21).

Итак, s найдено. Переходим к выбору гиперплоскости, которую следует при-
нять в качестве опорной. Докажем, что в качестве опорной следует взять ги-
перплоскость, для которой нормированное расстояние от начального условия
x(t0) = x0 до гиперплоскости неотрицательно и максимально. Под нормиро-

ванным расстоянием понимается величина dk =
n∑

i=1

Aikxi(t0) − 1, k = 1, n.
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Теорема. Нормированное расстояние dk =
n∑

i=1

Aikxi(t0) − 1, k = 1, n от

начального условия x(t0) = x0 до опорной гиперплоскости Гr, r ∈ [1, n] мно-
жества достижимости за время Ts неотрицательно (d > 0) и максимально:
dr = max

k
dk.

Доказательство. Неотрицательность нормированного расстояния (d > 0)
следует из определения опорной гиперплоскости к множеству достижимости.

Докажем, что d должно быть максимальным.
Допустим, что точка x(t0) = x0 находится в квадранте фазового простран-

ства, в котором по построению есть только граничные точки на фазовых осях.
Тогда в качестве опорной принимается гиперплоскость

n∑

i=1

xi

x∗(i)
− 1 = 0 , (3.24)

где x∗(i) – координаты граничных точек на таких фазовых осях, знаки ко-
торых совпадают со знаками координат начального условия, т.е. sign x∗(i) =

sign xi(t0), i = 1, n. Действительно, так как справедливо неравенство
n∑

i=1

xi(t0)

x∗(i)
6

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗(i)

∣∣∣∣∣ , (3.25)

то нет необходимости в проверке всех гиперплоскостей. Достаточно провериь
максимальное значение d, которое достигается при предельном соотношении
(3.25). В результате для определения положения точки x(t0) = x0 относительно
опорной гиперплоскости необходимо и достаточно проверить значение d при
предельном соотношении

d =

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
xi(t0)

x∗(i)

∣∣∣∣∣ − 1. (3.26)

Если d > 0, то начальное условие x(t0) = x0 находится с началом координат по
разные стороны от опорной гиперплоскости (или принадлежит опорной гипер-
плоскости). Самое существенное состоит в том, что для определения опорной
гиперплоскости необходимо и достаточно рассмотреть такую гиперплоскость,
для которой d максимально. Это и есть опорная гиперплоскость.

Если точка x(t0) = x0 находится в квадранте, в котором есть граничная

точка x(+)
∗ (или x

(−)
∗ ) на луче, исходящем из начала координат, и граничные

точки x∗(i), i = 1, n на фазовых осях, то гиперплоскости уже заданы

n∑

i=1

Aikxi − 1 = 0, k = 1, n.

Именно из этих n гиперплоскостей необходимо сделать выбор одной из них,
приняв ее в качестве опорной гиперплоскости. Коэффициенты Aik, k = 1, n на-
ходятся из условия прохождения каждой гиперплоскости через n точек: через
граничную точку на луче и комбинацию из (n−1) различных граничных точек
на фазовых осях. Принимая для каждого k ∈ [1, n], что Aik = 1

x∗

(i)
, приходим

для каждой гиперплоскости к уравнению в отрезках вида (3.24). А в этом слу-
чае выше было доказано, что в качестве опорной гиперплоскости следует брать
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гиперплоскость, для которой нормированное расстояние (d) неотрицательно и
максимально.

Теорема доказана.
Для опорной гиперплоскости находится нормальный вектор, направляющие

косинусы которого позволяют вычислить нормированный вектор начальных
условий сопряженной системы

ψ̂i(t0) = −
A

(+)(s−1)
ir[

n∑
k=1

(
A

(+)(s−1)
kr

)2
]1/2

, i = 1, n. (3.27)

Нетрудно видеть, что для каждого начального условия выделяется много-
гранник, вписанный в множество достижимости за время Ts−1 и имеющий с
ним 2(n + 1) общих граничных точек. В результате для системы n порядка
имеем 2(n + 1)q граничных точек, времена перевода из которых и структуры
управлений совпадают с временами и структурами оптимальных по быстродей-
ствию управлений. Поэтому такая конструкция является аппроксимирующей
и дает приближенное решение задачи быстродействия.

С ростом порядка управляемой системы сложность реализации незначитель-
но увеличивается. Так как каждая гиперплоскость имеет единственный нор-
мальный вектор, то нормированный вектор начальных условий ψ̂(t0) может
быть вычислен предварительно до начала процесса управления. Зная ψ̂(t0),
можно предварительно вычислить для каждой гиперплоскости моменты пе-
реключений и структуру (знаки) искомого оптимального управления u(t). В
свою очередь, зная приближенно оптимальное управление, можно вычислить
предварительно до начала процесса управления и интегральные выражения,
входящие в решение задачи Коши. Все эти операции не зависят от конкрет-
ного начального условия и поэтому могут быть выполнены предваритель-
но до начала процесса управления и "привязаны" к каждой гиперплоскости.
С момента задания конкретного начального условия начинается определение
конкретной опорной гиперплоскости, соответствующей заданному начально-
му условию. Эта операция выполняется уже в процессе управления. Процеду-
ра выделения соответствующей опорной гиперплоскости сводится к проверке
простых неравенств. Ниже показано, как просто уточняется время перевода
системы из заданного начального условия в начало координат.

3.4. Уточнение времени перевода системы. Рассмотренная процедура
выделения подобласти, которой принадлежит начальное условие x(t0) = x0,
позволяет дискретно и приближенно определить время оптимального по быст-
родействию перевода системы из заданного начального состояния в начало ко-
ординат. Метод уточнения приближенного значения времени перевода системы
состоит в следующем. При определении подобласти Ys, которой принадлежит
точка x(t0) = x0, выделяются две гиперплоскости: опорная гиперплоскость Г1

и ей "параллельная"гиперплоскость Г2. Опорная гиперплоскость Г1 отделяет
начальное условие x(t0) = x0 от множества достижимости за время Ts−1, т.е.
точки x(t0) = x0 и начало координат лежат по разные стороны от гиперплос-
кости Г1. Гиперплоскость Г1 проходит через (n – 1) граничные точки на осях

и через граничную точку x(+)
∗(s−1) (или x

(−)
∗(s−1) ) на луче. Времена перевода си-

стемы (2.1) из всех граничных точек равны Ts−1. Гиперплоскость Г2 проходит
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через (n – 1) граничные точки на тех же фазовых осях и граничную точку x(+)
∗s

(или x(−)
∗s ), для которых времена перевода системы (2.1) равны Ts = Ts−1+∆T .

Знаки координат граничных точек на фазовых осях совпадают, но величины
различны. Гиперплоскость Г1 принадлежит множеству достижимости за вре-
мя Ts−1 и является одной из гиперплоскостей при аппроксимации множества
достижимости за время Ts−1. Гиперплоскость Г2 принадлежит соответственно
множеству достижимости за время Ts.

Лемма 1. Величина d =
∑n

i=1 Aikxi(t0) − 1 является нормированным рас-
стоянием от точки x(t0) = x0 до гиперплоскости

∑n
i=1Aikxi − 1 = 0.

Доказательство. Допустим, что начальное условие x(t0) = x0 находится
на i-й фазовой оси, т.е. x(t0) = (0, ..., xi(t0), ..., 0). Согласно построению аппрок-
симирующей конструкции гиперплоскость проходит через граничную точку на
i-й фазовой оси x∗s

(i), принадлежащую множеству достижимости за время Ts.

Из метода вычисления коэффициентов следует, что Aik = 1
x∗s
(i)

. Учитывая, что

при прохождении гиперплоскости через i-ю фазовую ось, все, кроме i-й, коор-
динаты нулевые, приходим к уравнению

xi

x∗s
(i)

− 1 = 0 (3.28)

Если начальное условие, т.е. точка x(t0) = x0, совпадает с граничной точкой
(0, ..., x∗s

(i), ..., 0) на оси, т.е.xi(t0) = x∗s
(i), то d = xi(t0)

x∗s
(i)

− 1 равно нулю. Это усло-

вие принадлежности точки гиперплоскости. Другими словами, гиперплоскость
проходит через заданную точку. Если xi(t0) < x∗s

(i), т.е. начальное условие на-
ходится на фазовой оси между началом координат и граничной точкой, то
d < 0. Это условие принадлежности точки области достижимости за время Ts.
Если xi(t0) > x∗s

(i), т.е. начальное условие находится дальше от начала коор-
динат чем граничная точка, то d > 0. Следовательно, величина d характери-
зует положение начальной точки x(t0) = x0 относительно гиперплоскости как
количественно (в долях величины граничной точки x∗s

(i)) так и качественно

(т.е. с какой стороны относительно граничной точки находится на оси началь-
ное условие). Поэтому d является нормированным расстоянием от начального
условия x(t0) = x0 до гиперплоскости.

Лемма доказана.
Нормированное расстояние (d1) от точки x(t0) = x0 до гиперплоскости Г1

равно

d1 =
n∑

i=1

A
(+)(s−1)
ik xi(t0) − 1, d1 > 0. (3.29)

Нормированное расстояние (d2) от точки x(t0) = x0 до "параллельной" гипер-
плоскости Г2 равно

d2 =

n∑

i=1

A
(+)s
ik xi(t0) − 1, d2 < 0. (3.30)

Точка x(t0) = x0 находится с началом координат по одну сторону от гиперплос-
кости Г2 и по разные стороны от гиперплоскости Г1. Нормированное рассто-
яние учитывает направление от точки x(t0) = x0 до гиперплоскости. Поэтому
d1 > 0, а d2 < 0.
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Точка x(t0) = x0 находится между гиперплоскостями Г1 и Г2, отстоящими
на ∆T = Ts − Ts−1. Уточненное время перевода системы (2.1) из заданного
начального состояния x(t0) = x0 в начало координат пропорционально рассто-
янию и равно

T = Ts−1 +
d1

d1 + |d2|

(
Ts − Ts−1

)
, (3.31)

если начальное условие x(t0) = x0 принадлежит квадранту фазового простран-

ства, в котором не находятся граничные точки x(+)
∗s или x(−)

∗s , и

T = Ts−1 +
d1

2(d1 + |d2|)

(
Ts − Ts−1

)
, (3.32)

если x(t0) = x0 принадлежит квадранту, в котором находятся граничные точки

x
(+)
∗s или x(−)

∗s . В (3.32) вводится поправочный коэффициент 1/2, учитывающий
в этом случае более грубую аппроксимацию гиперплоскостью границы множе-
ства достижимости.

Следует подчеркнуть, что значения d1 и d2 вычисляются при определении
подобласти Ys, которой принадлежит заданное начальное условие x(t0) = x0,
и сводятся к проверке простых неравенств вида (3.26) или (3.29), (3.30). Таким
образом, процедура уточнения времени перевода не требует дополнительных
сложных вычислений.

3.5. Уточнение моментов переключений управления. Если начальное
условие x(t0) = x0 принадлежит квадранту фазового пространства, в котором

нет граничных точек x
(+)
∗s или x

(−)
∗s , то множество достижимости за время Ts

аппроксимируется одной гиперплоскостью. Эта гиперплоскость проходит через
граничные точки на фазовых осях и имеет единственный нормальный вектор,
направленный внутрь множества достижимости. Следовательно, для всех на-
чальных условий x(t0) = x0, принадлежащих области фазового пространства
между двумя гиперплоскостями, имеем единственный вектор ψ̂(t0) начальных
условий сопряженной системы. Это означает, что для всех начальных условий
этой области имеем одинаковые моменты переключений управления u(t). По-
этому и начальное приближение для управления u(t) остается неизменным для
всех начальных условий x(t0) из этой области. Точность начального прибли-
жения (задания ψ̂(t0) и, следовательно, u(t)) может быть увеличена введением
дополнительно граничной точки. На луче, исходящем из начала координат и
проходящем через точку XR = (x∗s

(1), x
∗s
(2), ..., x

∗s
(n)), находим граничную точку

x∗s = µXR, для которой система (2.1) с начальным условием x(t0) = x∗s пере-
водится в начало координат оптимальным по быстродействию управлением за
время Ts.

Таким образом, точка x∗s принадлежит границе множества достижимости
за время Ts. Координаты точки XR являются граничными точками на фазо-
вых осях x∗s

(i), i = 1, n, времена перевода из которых системы (2.1) равны Ts.
Рис. 6 иллюстрирует это построение. Точка x∗s находится предварительно до
начала процесса управления подбором коэффициента µ. Проводим гиперплос-
кости через точку x∗s и (n− 1) различные граничные точки на фазовых осях.
Процедура выделения опорной гиперплоскости, определения вектора ψ̂(t0) на-
чальных условий сопряженной системы, вычисления моментов переключений
и структуры искомого оптимального управления аналогична вышерассмотрен-
ной.
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Рис. 6

Процедура предварительного расчета и построения аппроксимирующей кон-
струкции несколько усложняется, однако увеличивается точность начального
приближения. А это приводит к уменьшению времени интегрирования в про-
цессе управления, что делает возможным реализацию оптимального управле-
ния в реальном времени.

4. ИТЕРАЦИОННЫЙ ПРОЦЕСС ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОГО
УПРАВЛЕНИЯ

4.1. Отклонение фазовых координат при вариации моментов пере-
ключений управления. Выпишем отклонение от начала координат решения
уравнения (2.1) в конечный момент времени t = tk в случае приближенного
задания оптимального управления. Для кусочно-постоянного управления u(t),
компоненты которого переключаются в моменты времени νp

j , j = 1,m; p =

1, rj , и принимают значения uj(t) = up
j , t ∈ [νp−1

j , νp
j ] , где ν0

j = t0, ν
rj

j = tk,
имеем:

∆x̃(tk) = Φ(tk , t0)x(t0) +
m∑

j=1

rj∑

p=1

νp

j∫

νp−1
j

Φ(tk , τ)Bj(τ)u
p
jdτ . (4.1)

Необходимо так изменить конечный момент времени t = tk и моменты пере-
ключений νp

j , чтобы вызванное этим изменением отклонение фазовых коор-
динат ∆x̂(tk) компенсировало отклонение ∆x̃(tk), вызванное неточным (при-
ближенным) заданием оптимального управления (4.1). Должно выполнятся
уравнение баланса отклонений

∆x̂(tk) + ∆x̃(tk) = 0. (4.2)

Изменим моменты переключений νp
j на ∆νp

j , j = 1,m; p = 1, rj − 1, а конеч-
ный момент tk — на ∆tk. Для отклонения фазовых координат ∆x̂(tk) получим
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выражение

∆x̂(tk) =

m∑

j=1

rj−1∑

p=1

νp

j +∆νp

j∫

νp

j

Φ(tk , τ)Bj(τ)[u
p
j−u

p+1
j ]dτ+

m∑

j=1

tk+∆tk∫

tk

Φ(tk , τ)Bj(τ)u
rj

j dτ.

(4.3)
Если ∆νp

j и ∆tk достаточно малы (а это, как показано ниже, достигается специ-
альным приемом — компенсацией отклонений по частям), то можно записать
следующее приближенное соотношение, которое тем точнее, чем меньше по
модулю ∆νp

j и ∆tk:

∆x̂(tk) ≈

m∑

j=1

rj−1∑

p=1

Φ(tk , ν
p
j )Bj(ν

p
j )[up

j − up+1
j ]∆νp

j +

m∑

j=1

Bj(tk)u
rj

j ∆tk . (4.4)

Для линейной системы (2.1) оптимальное по быстродействию управление
задается выражением:

u0
j(t) = Mjsign [Bj(t)]

∗ψ(t), j = 1,m , (4.5)

где [Bj(t)]
∗ — транспонированный j-й столбец матрицы B(t); ψ(t) — решение

сопряженной системы

ψ̇ = −A∗(t)ψ(t), ψ(t0) = ψ0 , (4.6)

имеющее следующий вид

ψ(t) = Φ̂(t, t0)ψ(t0) . (4.7)

Здесь Φ̂(t, t0) — фундаментальная матрица решений линейного однородного
дифференциального уравнения (4.6), которая находится из решения матрич-
ного дифференциального уравнения

dΦ̂(t, t0)

dt
= −A∗(t)Φ̂(t, t0), Φ̂(t0, t0) = I. (4.8)

Матрица Φ̂(t, t0) выражается через фундаментальную матрицу решений пря-
мой системы (2.1) следующим образом: Φ̂(t, t0) = [Φ−1(t, t0)]

∗. Отсюда
Φ−1(t, t0) = [Φ̂(t, t0)]

∗.
Моменты переключений νp

j компонент вектора оптимального управления и
их число rj на интервале [t0, tk] однозначно определяются функциями переклю-
чений [Bj(t)]

∗ψ(t), j = 1,m, если известно решение ψ(t), т.е. известны началь-
ные условия ψi(t0), i = 1, n сопряженной системы. Тогда на p интервале знако-
постоянства оптимального управления (4.5) можно записать up

j (t) = MjSj(p),

где Sj(p) = sign [Bj(t)]
∗ψ(t), t ∈ [νp−1

j , νp
j ]. Так как Sj(p + 1) = −Sj(p), то

(up
j − up+1

j ) = 2MjSj(p) и выражение (4.4) принимает вид

∆x̂(tk) ≈ 2

m∑

j=1

rj−1∑

p=1

Φ(tk , ν
p
j )Bj(ν

p
j )MjSj(p)∆ν

p
j +

m∑

j=1

Bj(tk)MjSj(rj)∆tk . (4.9)

Подставим (4.9) в (4.2). Получим систему из n линейных алгебраических урав-
нений, связывающих отклонения ∆νp

j моментов переключений νp
j и отклонение

∆tk конечного момента времени tk с отклонениями фазовых координат ∆x̃(tk),
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порожденными неточным (приближенным) заданием искомого оптимального
управления:

2

m∑

j=1

rj−1∑

p=1

Φ(tk , ν
p
j )Bj(ν

p
j )MjSj(p)∆ν

p
j +

m∑

j=1

Bj(tk)MjSj(rj)∆tk + ∆x̃(tk) = 0 .

(4.10)
В (4.10) число неизвестных ∆νp

j , j = 1,m; p = 1, rj − 1 и ∆tk может не
быть равным числу линейных алгебраических уравнений. Моменты переклю-
чений не являются независимыми переменными, а однозначно определяются
начальным условием сопряженной системы. Необходимо выразить отклонения
∆νp

j через отклонения начальных условий нормированной сопряженной систе-

мы ∆ψ̂(t0). Число последних всегда (n−1). Вместе с ∆tk они образуют n неиз-
вестных, которые и находим, решая систему из n линейных алгебраических
уравнений.

4.2. Связь между отклонениями моментов переключений и откло-
нениями начальных условий нормированной сопряженной системы.
В моменты переключений функция переключения равна нулю, т.е.

[Bj(ν
p
j )]∗Φ̂(νp

j , t0)ψ(t0) = 0, j = 1,m; p = 1, rj − 1 . (4.11)

Введем обозначение ψ̂(t0) = ψ(t0)/ψα(t0), где α ∈ [1, n]. Здесь ψα(t0) — началь-
ное условие α фазовой координаты, отличное от нуля в момент t0. Причем α
— любое из множества [1, n], для которого ψα(t0) 6= 0. Получим систему

[Bj(ν
p
j )]∗Φ̂(νp

j , t0)ψ̂(t0) = 0, j = 1,m; p = 1, rj − 1 , (4.12)

которая связывает моменты переключений νp
j , j = 1,m; p = 1, rj − 1 с началь-

ным условием нормированной сопряженной системы ψ̂(t0).
Изменим ψ̂(t0) на ∆ψ̂(t0). Это порождает изменение νp

j на ∆νp
j :

[Bj(ν
p
j + ∆νp

j )]∗Φ̂(νp
j + ∆νp

j , t0)[ψ̂(t0) + ∆ψ̂(t0)] = 0, (4.13)

j = 1,m; p = 1, rj − 1 .

Разложим полученное выражение в ряд Тейлора и ограничимся лишь линей-
ными членами. Получим следующее приближенное выражение, связывающее
отклонения ∆νp

j моментов переключений с отклонением ∆ψ̂(t0) начального
условия нормированной сопряженной системы [16]:

∆νp
j ≈

{{
[Bj(ν

p
j )]∗A∗(νp

j )−[Ḃj(ν
p
j )]∗

}
Φ̂(νp

j , t0)ψ̂(t0)

}−1

[Bj(ν
p
j )]∗Φ̂(νp

j , t0)∆ψ̂(t0),

(4.14)

j = 1,m; p = 1, rj − 1 .

Для краткости записи (4.14) используем выражение

∆νp
j ≈ L∆ψ̂(t0), j = 1,m; p = 1, rj − 1 . (4.14)′

Важно подчеркнуть, что, несмотря на кажущуюся сложность, выражение
(4.14) имеет простой вид, благодаря матрицам размера (n × 1) и (1 × n), вхо-
дящим в (4.14).

Следует также отметить, что выражение (4.14) позволяет определять откло-
нения не только для существующих моментов переключений управления, но и
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для новых моментов переключений, которые могут появится в системе при ее
движении в фазовом пространстве.

4.3. Связь между отклонениями прямой и сопряженной систем.
Подставим (4.14)′ в (4.10) и получим систему из n линейных алгебраических
уравнений с n неизвестными:

2

m∑

j=1

rj−1∑

p=1

Φ(tk , ν
p
j )Bj(ν

p
j )MjSj(p)L∆ψ̂(t0)+

m∑

j=1

Bj(tk)MjSj(rj)∆tk+∆x̃(tk) = 0 .

(4.15)

Неизвестными в (4.15) являются (n− 1) отклонений ∆ψ̂i(t0) и отклонение ∆tk
конечного момента времени tk. Система (4.15) разрешима при выполнении сле-
дующих необходимых условий: 1) начальное условие x(t0) = x0 принадлежит
области управляемости V ; 2) система (2.1) полностью управляема.

Действительно, система (2.1) может быть как устойчивой так и неустойчи-
вой. Для устойчивой системы перевод в начало координат возможен из любой
точки фазового пространства. Для неустойчивой системы перевод в начало
координат ограниченным управлением (2.2) возможен лишь из ограниченной
области начальных условий, которую принято называть областью управляе-
мости [1],[2]. Область управляемости V – это незамкнутое, выпуклое, ограни-
ченное множество фазового пространства X , из точек которого система мо-
жет быть переведена в начало координат. Для динамической системы область
достижимости RT при T стремящемся к бесконечности стремится к области
управляемости: для устойчивой системы это все фазовое пространство X , а
для неустойчивой системы – ограниченное пространство пространстваX . Если
x0 6∈ V , то невозможен перевод системы в начало координат. Для возможности
перевода системы, не оговаривая устойчивая или неустойчивая рассматривае-
мая система (2.1), начальное условие должно принадлежать области управля-
емости, что и отражено в постановке задачи: x0 ∈ D, D ⊂ V .

Докажем теперь, что решение системы линейных алгебраических уравнений
существует. Для этого необходимо доказать невырожденность матрицы
m∑

j=1

Φ(tk, ν
p
j )Bj(ν

p
j ).

Лемма 2. Если система (2.1) полностью управляема, то матрица
m∑

j=1

Φ(tk, ν
p
j )Bj(ν

p
j ) невырождена и решение системы линейных алгебраических

уравнений (4.15) существует.

Доказательство. Справедлива запись
m∑

j=1

Φ(tk, ν
p
j )Bj(ν

p
j ) = Φ(tk, ν

p
j )B(νp

j ),

j = 1,m. Для автономной системы матрица фундаментальных решений имеет
вид Φ(tk, t0) = eA(tk−t0), а условие полной управляемости (2.3) записывается в
виде:

rank
[
B, AB, A2B, . . . , An−1B

]
= n. (2.3)′

Разложим матрицу eA(tk−t0) в ряд Тейлора [17]. Получим

eA(tk−t0) = E +A(tk − t0) +A2(tk − t0)
2 +A3(tk − t0)

3 + . . .
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В результате имеем
m∑

j=1

Φ(tk, ν
p
j )Bj(ν

p
j ) = B +AB(tk − νp

j ) +A2B(tk − νp
j )2 +A3B(tk − νp

j )3 + . . .

Так как условие полной управляемости (2.3) в постановке задачи предполага-
ется выполненым, то, следовательно, ранг рассматриваемой матрицы макси-
мален и равен n

rank
[ m∑

j=1

Φ(tk, ν
p
j )Bj(ν

p
j )

]
= n,

т.е. матрица невырождена и решение системы линейных алгебраических урав-
нений существует.

Лемма доказана.
Таким образом, для невырожденности матриц неоднородных систем линей-

ных алгебраических уравнений необходимо выполнение условия полной управ-
ляемости. В постановке задачи предполагается выполнение этого необходимого
условия (см. (2.3)).

4.4. Итерационный вычислительный процесс. Каждой гиперплоско-
сти соответствует свой вектор ψ̂(t0) начальных условий нормированной со-
пряженной системы и, следовательно, свои значения моментов переключений
управления, которые могут быть вычислены предварительно до начала процес-
са управления. В результате вычисление оптимального управления сводится к
уточнению приближенно найденных моментов (νp

j ) переключений управления
и к уточнению конечного момента tk. Так как определение опорной гипер-
плоскости заключается в проверке простых неравенств, то задание начального
приближения можно осуществить в реальном времени.

Интегрируем систему (2.1) с приближенно найденным управлением u(t), t ∈
[t0, t

0
k] и вычисляем отклонение фазовой траектории от начала координат, т.е.

вычисляем ∆x̃(t0k). Решаем систему линейных алгебраических уравнений (4.15).
Находим ∆ψ̂(t0) и ∆tk. Вычисляем по формуле (4.14) ∆νp

j , j = 1,m; p =

1, rj − 1. Если max
j,p

[
|∆νp

j |, |∆tk|
]

6 γ(tk − t0), 0 < γ < 1, то находим уточ-

ненные значения моментов переключений, конечного момента и начальных
условий сопряженной системы:

νp,c+1
j = νp,c

j + ∆νp,c
j ; tc+1

k = tck + ∆tck; ψ̂c+1(t0) = ψ̂c(t0) + ∆ψ̂c(t0), (4.16)

j = 1,m; p = 1, rj − 1,

где с - номер итерации.

Если max
j,p

[
|∆νp

j |, |∆tk|
]
> γ(tk − t0), 0 < γ < 1, то полагаем νp,c+1

j =

νp,c
j +ξ∆νp,c

j ; tc+1
k = tck+ξ∆tck; ψ̂c+1(t0) = ψ̂c(t0)+ξ∆ψ̂

c(t0), где коэффициент
ξ вычисляется по формуле

ξ =
γ(tk − t0)

max
j,p

[
|∆νp

j |, |∆tk|
] . (4.17)

В результате максимальное отклонение на этой итерации принимается равным
предельно допустимому значению, а остальные отклонения уменьшаются про-
порционально в ξ раз и компенсируется не все отклонение ∆x̃(tk), а лишь его



АППРОКСИМАЦИЯ МНОЖЕСТВ ДОСТИЖИМОСТИ И УПРАВЛЕНИЕ 93

ξ часть. Ограничение больших отклонений позволяет избежать расходимости
итерационного процесса вычислений из-за приближенности выражений (4.4) и
(4.14).

Интегрируем систему (2.1) с уточненным управлением uc+1, t ∈ [t0, t
c+1
k ] и

находим отклонение ∆x̃(tc+1
k ) фазовой траектории от начала координат в уточ-

ненный конечный момент tc+1
k . Начинается новый шаг вычислений и уточнений

моментов переключений управления и конечного момента времени. Процесс
вычислений заканчивается, если ||∆x̃(tk)|| 6 ǫ0, где ǫ0 задано и характеризует
требуемую точность вычисления оптимального управления.

Необходимо отметить следующее. Задание хорошего начального приближе-
ния значительно сокращает число необходимых итераций. На каждой итерации
нет необходимости в интегрировании уравнения (2.1) на интервале [t0, tk], так
как достаточно проинтегрировать уравнение (2.1) на интервале [t0, tk] один раз
и затем интегрировать лишь на интервалах перемещений конечного момента
и моментов переключений управления. Операция интегрирования является в
вычислительном отношении наиболее затратной по времени в сравнении с дру-
гими операциями, в частности, по сравнению с решением системы линейных
алгебраических уравнений, которая является основной в рассматриваемом ме-
тоде вычисления оптимального по быстродействию управления.

5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТРУДОЕМКОСТЬ МЕТОДА

Трудоемкость вычислительного метода принято выражать суммарными за-
тратами времени на вычисления. Основные вычислительные затраты любого
метода нахождения оптимального управления вызваны интегрированием си-
стем дифференциальных уравнений. Затраты времени на другие операции, в
частности, на решение систем линейных алгебраических уравнений значитель-
но меньше. Поэтому трудоемкость любого метода нахождения оптимального
управления принято выражать через число решений задач Коши [5]. Однако
для корректного сравнения вычислительных методов и учета вычислительных
затрат целесообразно учитывать не только число решений задач Коши, но и
порядок интегрируемой системы дифференциальных уравнений, т.е. умножить
число решений задач Коши на порядок (n) системы. Следует отметить, что
чем выше порядок системы, тем, как правило, и больше число решений задач
Коши. Поэтому вычислительная трудоемкость возрастает нелинейно.

В предлагаемом методе нет необходимости в интегрировании систем диф-
ференциальных уравнений на каждой итерации на интервале t ∈ [t0 , t

c
k]. До-

статочно предварительно на этапе построения аппроксимирующей конструк-
ции провести интегрирование на интервале t ∈ [t0, t

0
k], запомнить значения

интегральных выражений в моменты переключений управления и в конеч-
ный момент времени и затем проводить интегрирование лишь на интервалах
∆νp,c

j ,∆tck, на которые изменяются моменты переключений и конечный момент
на каждой итерации. Разбиение гиперплоскостями области начальных условий
на подобласти со своими значениями моментов переключений и времени пере-
вода позволяет проинтегрировать предварительно до начала процесса управ-
ления систему дифференциальных уравнений, запомнить интегральные выра-
жения и присвоить каждой гиперплоскости свои соответствующие значения.
Предварительные вычисления не входят в оценку трудоемкости вычислитель-
ного метода, так как для оптимального управления в реальном времени важны
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лишь те вычислительные операции, которые производятся в процессе управле-
ния системой. В результате суммарное время интегрирования определяется
выражением

T∗ =

N∑

c=1

[
m∑

j=1

rj−1∑

p=1

|∆νp, c
j | + |∆tck|

]
. (5.1)

Определение.Трудоемкость (R) вычислительного метода – это отноше-
ние затрат времени на интегрирование при вычислении оптимального управ-
ления к времени оптимального процесса Topt = tk − t0.

Трудоемкость рассматриваемого метода равна

R =
T∗
Topt

. (5.2)

Вычислительная трудоемкость метода определяется суммарным перемеще-
нием моментов переключений и конечного момента и в случае монотонной
сходимости не зависит от числа перемещений, т.е. не зависит от числа
итераций. Более того, чем точнее начальное приближение, тем более мо-
нотонно сходится вычислительный процесс и, следовательно, тем меньше
величина суммарного перемещения T∗. В качестве нижней оценки затрат вре-
мени на вычисления можно принять

T∗min =

m∑

j=1

rj−1∑

p=1

|νp
j − νp,◦

j | + | tk − t◦k|, Rmin =
T∗min

Topt
. (5.3)

Здесь νp, ◦
j , t◦k - начальные значения моментов переключений управления и ко-

нечного момента времени (начальное приближение); νp
j , tk - значения опти-

мального процесса.

6. ПРИВЕДЕНИЕ СИСТЕМ К КАНОНИЧЕСКОЙ ФОРМЕ И
БЫСТРОДЕЙСТВИЕ УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ

6.1. Приведение систем произвольного вида к канонической фор-
ме. Линейная полностью управляемая система с произвольной матрицей A
может быть приведена к канонической форме с матрицей Фробениуса [18],[19].
В случае скалярного управления полностью управляемая система приводится
к каноническому виду единственным образом, что впервые установлено в [20].
Для многомерного управления существует множество способов по выбору ба-
зиса, в котором матрицы A и B имели бы каноническую форму. Рассмотрим
способ, при котором каноническое представление аналогично одномерному слу-
чаю.

Пусть задана система

ż = Cz +Du, z(t0) = z0 , |uj| 6 Mj, j = 1,m, (6.1)

где C и D - произвольные матрицы размера n × n и n × m соответственно.
Сделаем замену z =

∑m
j=1 z

(j) и запишем (6.1) следующим образом:

m∑

j=1

ż(j) =

m∑

j=1

Cz(j)+

m∑

j=1

(Dj)uj,

m∑

j=1

z(j)(t0) = z0 , |uj | 6 Mj, j = 1,m, (6.2)

где (Dj) – j - й столбец матрицы D.
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Рассмотрим j уравнение этой системы

ż(j) = Cz(j) + (Dj)uj, z(j)(t0) = z
(j)
0 , |uj| 6 Mj , j = 1,m. (6.3)

В (6.3) uj– скаляр и (6.3) единственным образом приводится к канонической
форме, если система (6.3) полностью управляема. Действительно, введем но-
вую переменную x(j) = P−1

j z(j), j = 1,m, где Pj– некоторая неособенная мат-
рица размера n× n. Система (6.3) преобразуется в систему

ẋ(j) = P−1
j CPjx

(j) + P−1
j (Dj)uj , x(j)(t0) = x

(j)
0 , |uj| 6 Mj , j = 1,m, (6.3′)

которая имеет каноническую форму, если элементы матриц удовлетворяют сле-
дующим условиям:

[
P−1

j CPj

]

iβ
= 0, i = 1, n− 1; β = 1, n; β 6= i+ 1,

[
P−1

j CPj

]

iβ
= 1, i = 1, n− 1; β = i+ 1, (6.4)

[
P−1

j CPj

]

n1
= −an,

[
P−1

j (Dj)
]

i
= 0, i = 1, n− 1.

Получили систему из n2 уравнений для нахождения n2 неизвестных коэффи-
циентов матрицы Pj , j = 1,m. Система (6.4) имеет решение, если для (6.3)
выполняется условие полной управляемости:

rank
[
(Dj), C(Dj), ....., C

n−1(Dj)
]

= n, j = 1,m. (6.5)

Это соответствует условию покомпонентной полной управляемости системы
(6.1) в случае векторного управления u(t).

Покомпонентная полная управляемость следует для рассматриваемых огра-
ничений (2.2) из условия общности положения [1]. Действительно, область
управления U представляет собой прямоугольный параллелепипед, каждое реб-
ро которого параллельно одной из фазовых осей. Число различных (непарал-
лельных) ребер равно m 6 n. Если ωj, j = 1,m единичный вектор, имеющий
направление одного из ребер параллелепипеда U, то

Dωj = (Dj), j = 1,m. (6.6)

Поэтому из условия линейной независимости векторов Dω,CDω, ....., Cn−1Dω,
соответствующего условию общности положения, следует

rank
[
(Dj), C(Dj), ....., C

n−1(Dj)
]

= n, j = 1,m. (6.7)

А это есть условие покомпонентной полной управляемости (6.5).
6.2. Количественная мера полной управляемости. Понятие полной

управляемости является одним из фундаментальных и широко используется
в современной теории управления. Линейная автономная система полностью
управляема, если

rank
[
B, AB, ..., An−1 B

]
= n. (6.8)
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Критерий полной управляемости в форме условия (6.8) был впервые установ-
лен в конце 50-х годов Р.Калманом [21] для скалярного управления и Ла Сал-
лем [22] для векторного управления. Линейная неавтономная система полно-
стью управляема, если

rank

[ tk∫

t0

Φ(tk , τ)B(τ)B∗(τ)Φ∗(tk , τ)dτ

]
= n , (6.9)

Критерий полной управляемости (6.8), (6.9) как и любые другие эквивалентные
его формы [23] является "релейным т.е. дает ответ на вопрос существования
полной управляемости в форме "да–нет". Поэтому критерий в такой форме
носит качественный характер.

В то же время весьма актуальна проблема нахождения и определения коли-
чественной меры полной управляемости. На основе решения задач финитного
управления и параметрической оптимизации возможно определение и нахож-
дение количественной меры полной управляемости.

При переводе системы

ẋ = Ax +Bu, x(t0) = x0, (6.10)

из x(t0) = x0 в x(tk) = 0 за фиксированное время T 0 = tk − t0 величины управ-
ляющих воздействий |uj(t)| = |ηjMjsign [Bj]

∗ψ(t)|, j = 1,m различны и за-
висят от коэффициентов матриц A и B. Чем больше коэффициенты матрицы
B, тем меньше необходимые величины управляющих воздействий. Зависимость
от коэффициентов матрицы A носит более сложный характер. Существуют та-
кие значения коэффициентов матрицы A, при которых фазовые координаты
системы (6.10) оказываются линейно зависимыми. В этом случае нарушает-
ся условие (6.8), т.е. rank(A,B) < n. В этом случае величины управляющих
воздействий, необходимые для перевода системы, становятся бесконечно боль-
шими. Физически это объясняется следующим образом. При наличии линейной
зависимости между некоторыми фазовыми координатами для их разделения
и управления в отдельности каждой фазовой координатой необходимо прило-
жить управляющее воздействие бесконечной величины.

Более важным и интересным с практической точки зрения является управ-
ление системами достаточно "удаленными" от линейной зависимости. И здесь
возникает актуальная проблема нахождения (на этапе проектирования управ-
ляемых объектов) коэффициентов (собственных значений) матрицы A, при
которых амплитуды управляющих воздействий минимальны. Минимальные
управляющие воздействия будут для систем с минимально возможным вре-
менем квазиоптимальных процессов [24]. Действительно, чем меньше задан-
ное время, тем больше необходимые величины управляющих воздействий. Ес-
ли, наоборот, зафиксировано время перевода системы, то для систем с опти-
мальными значениями параметров достаточно меньших значений управляю-
щих воздействий, чем для систем с неоптимальными значениями.

На основании вышеизложенного дадим следующее
Определение. Количественной мерой полной управляемости автономной

линейной системы ẋ = Ax+Bu является величина W = ||u0||
||u|| . Здесь u – финит-

ное управление: uj(t) = ηjMjsignB
∗
jψ(t), j = 1,m при решении задачи пере-

вода системы (6.10) за фиксированное время T 0 = tk − t0 из точки x(t0) = x0
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в начало координат x(tk) = 0; u0 – финитное управление, переводящее ли-
нейную систему из x(t0) = x0 в начало координат x(tk) = 0 с оптимальными
значениями коэффициентов.

Имеем W ∈ (0, 1].
Замечание. Мере "1"соответствует система с минимальной величиной управ-

ления; мере "0"соответствует система с бесконечно большой величиной управ-
ления. Это уже неполностью управляемая система, так как в этом случае
rank(A, B) < n.

На этапе проектирования управляемых систем наибольший практический
интерес представляет построение систем с W = 1.

6.3. Быстродействие управляемой системы. Систему (6.3′) можно за-
писать так

ẋ(j) = Ax(j) +Buj , x(j)(t0) = x
(j)
0 , j = 1,m, (6.11)

где A - матрица Фробениуса, у которой над главной диагональю стоят едини-

цы, а последняя строка имеет вид
n∑

i=1

aixi; матрица B имеет вид [0, ..., 0, bn]∗.

При подаче на вход устойчивой системы (6.11) ступенчатого воздействия на
выходе имеем установившееся значение x1 =

bnuj

a1
. Время установления пока-

заний стремится к бесконечности. Поэтому в теории управления [25] за время
установления показаний принимается время вхождения в 5 процентную зону
установившегося значения, которое не зависит от величины входного воздей-
ствия uj, а определяется cобственными значениями матрицы A и составляет:
tust ≈ 3|λmax|, если объект устойчив и все собственные значения отрицательны;
tust ≈ 3 min

λ,α
[|λmax|, |αmax|], если объект устойчив и имеет действительные отри-

цательные и комплексно-сопряженные собственные значения с отрицательной
вещественной частью. Время установления показаний служит количественной
характеристикой быстродействия управляемой системы. Если tust < 1, то объ-
ект или процесс является быстродействующим или быстропротекающим. Если
tust >> 1, то объект или процесс является медленнодействующим или медлен-
нопротекающим. Для возможности управления в реальном времени должно
быть R < 1.

Запишем (6.11) в следующем виде

dx(j)

dt
= Ax(j) +Buj, x(j)(t0) = x

(j)
0 , j = 1,m.

Cделаем замену переменных, полагая t = −τ. Получаем систему

dx(j)

dτ
= −Ax(j) −Buj , x(j)(t0) = x

(j)
0 , j = 1,m, (6.12)

в "обращенном"времени. Если t = ατ , где 0 < α < 1, то переходим к "замед-
ленной"системе дифференциальных уравнений. Если α > 1, то переходим к
"ускоренной"системе дифференциальных уравнений. Если t = τ , (т.е. α = 1),
то имеем процесс в реальном времени.
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7. МОДЕЛИРОВАНИЕ И РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений третьего по-
рядка

ẋ1 = x2, x1(t0) = x10,

ẋ2 = x3, x2(t0) = x20, (7.1)

ẋ3 = bu, |u| 6 M, x3(t0) = x30.

Принимаем следующими значения коэффициентов: b= 4, ограничение на управ-
ление M = 5.

Разобьем область начальных условий на десять областей достижимости с
временами Ts, s = 1, 10. Принимаем T1 = 0, 5;T10 = 5;Ts+1 −Ts = 0, 5. Находим
граничные точки на фазовых осях. Для системы (7.1) можно воспользоваться
соотношениями, приведенными в [16]:

|x∗s
(1)| =

bMT 3
s

32
; |x∗s

(2)| =
bMT 2

s

4(2 + 51/2)
; |x∗s

(3)| ≈
bMTs

4, 3902
. (7.2)

На лучах x = µX
(s)
R , исходящих из начала координат и проходящих через точ-

ки X
(s)
R , находим граничные точки x

(+)
∗s , s = 1, 10 ( одновременно получаем и

симметричные точки x(−)
∗s ), времена перевода из которых оптимальным управ-

лением равны Ts, s = 1, 10. Проводим гиперплоскости через соответствующие
граничные точки, находим коэффициенты гиперплоскостей, определяем нор-
мированное начальное условие ψ̂(t0) сопряженной системы, вычисляем струк-
туру и моменты переключений управления.

Допустим, что задано начальное условие x(t0) = (7,−10, 15). Эта точка при-
надлежит квадранту, в котором находятся граничные точки x

(+)
∗s , s = 1, 10.

Проверяем выполнение неравенств (3.21) и находим, что заданное начальное
условие принадлежит множеству достижимости за время T4 = 2 и не при-
надлежит множеству достижимости за время T3 = 1, 5. Опорная гиперплос-
кость при T3 = 1, 5 проходит через граничные точки на фазовых осях x∗3(1) =

2, 1094;x∗3(3) = 6, 8334 и граничную точку на луче x(+)
∗3 = (11, 25;−22, 5; 30) и

описывается уравнением

0, 474068x1 + 0, 387709x2 + 0, 14634x3 − 1 = 0. (7.3)

Расстояние (d1) от точки x(t0) = (7,−10, 15) до опорной гиперплоскости равно
d1=0,636486. Вектор начальных условий сопряженной системы равен ψ̂(t0) =
(−0, 752893;−0, 615741;−0, 23241), которому соответствуют следующие момен-
ты переключений: ν1 = 0, 590957; ν2 = 1, 044713. Структура искомого опти-
мального управления (−M,+M,−M).

"Параллельная" опорной гиперплоскость при T4 = 2 проходит через гра-
ничные точки на осях x∗4(1) = 5;x∗4(3) = 9, 1112 и граничную точку на луче x(+)

∗4

и описывается уравнением

0, 2x1 + 0, 224118x2 + 0, 109755x3 − 1 = 0. (7.4)

Расстояние (d2) от точки x(t0) до гиперплоскости, "параллельной" опорной,
равно d2 = −0, 194855. По формуле (3.32) находим приближенное уточненное
время перевода системы (7.1) из точки x(t0) в начало координат: T ≈ 1, 69.

В табл.1 приведены вычисленные на каждой итерации (c) значения мо-
ментов переключений νi, i = 1, 2 искомого оптимального по быстродействию
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управления, нормированные начальные условия сопряженной системы ψ̂i(t0),
i = 1, 3 и норма ||x(tk)|| системы (7.1) в конечный момент времени t = tk. В
табл. 1 приведены нормированные начальные условия сопряженной системы
при нормировке, принятой в вычислительной процедуре.

Т а б л и ц а 1.

c ν1 ν2 tk ψ̂1(t0) ψ̂2(t0) ψ̂3(t0) ||x(tk)||
0 0.590957 1.044713 1.690000 −1 −0.817835 −0.308690 3.552596
1 0.756298 1.225418 1.688239 −1 −0.990858 −0.463390 0.210288
2 0.780367 1.278838 1.746941 −1 −1.029603 −0.498982 0.019449
3 0.778973 1.276547 1.745149 −1 −1.027760 −0.497198 0.000036
4 0.778972 1.276548 1.745152 −1 −1.027760 −0.497198 0.000000

Затраты времени на вычисления составляют T∗ = 0, 489478 ≈ 0, 5. Вычисли-
тельная трудоемкость метода R = 0, 280479 ≈ 0, 28; Rmin = 0, 272184 ≈ 0, 27.

На рис. 7 показано начальное приближение (пунктирные линии) и вычис-
ленное оптимальное по быстродействию управление u0(t).

Рис. 7. Начальное приближение и оптимальное управление

Зададим другое начальное условие x(t0) = (3, 5, 7). Эта точка находится
в первом квадранте фазового пространства, в котором нет граничных точек
x

(+)
∗s и x

(−)
∗s . Проверяем выполнение неравенств (3.16) и находим, что данное

начальное условие принадлежит множеству достижимости за время T7 = 3, 5
и не принадлежит множеству достижимости за время T6 = 3. Опорная ги-
перплоскость для T6 = 3 проходит через граничные точки на фазовых осях
x∗6(1) = 16, 875; x∗6(2) = 10, 623; x∗6(3) = 13, 6668 и описывается уравнением

0, 059259x1 + 0, 094135x2 + 0, 07317x3 − 1 = 0. (7.5)

Расстояние от точки x(t0) = (3, 5, 7) до опорной гиперплоскости равно d1 =
0, 16067. Вектор нормированных начальных условий сопряженной системы ра-
вен ψ̂(t0) = (−0, 44508;−0, 70703;−0, 54956). Для этого вектора имеем cледую-
щие моменты переключений ν1 = 1, 356189; ν2 = 1, 820902 и структуру управ-
ления (−M,+M,−M).

Гиперплоскость Г2, "параллельная"опорной, проходит через граничные точ-
ки на фазовых осях x∗7(1) = 26, 7969; x∗7(2) = 14, 459; x∗7(3) = 15, 9446 и описывается
уравнением

0, 037318x1 + 0, 069161x2 + 0, 062717x3 − 1 = 0. (7.6)
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Расстояние от точки x(t0) = (3, 5, 7) до этой гиперплоскости d2 = −0, 10323. По
формуле (3.31) находим приближенное уточненное время перевода системы
(7.1) из начального состояния x(t0) = (3, 5, 7) в начало координат: T ≈ 3, 3.

В табл.2 приведены вычисленные на каждой итерации (c) моменты пере-
ключений ν1 и ν2 искомого оптимального управления, нормированные началь-
ные условия сопряженной системы ψ̂i(t0), i = 1, 3 и норма ||x(tk)|| системы
(7.1) в конечный момент времени t = tk. В табл. 2 приведены нормированные
начальные условия сопряженной системы при нормировке, принятой в вычис-
лительной процедуре.

Т а б л и ц а 2.

c ν1 ν2 tk ψ̂1(t0) ψ̂2(t0) ψ̂3(t0) ||x(tk)||
0 1.356189 1.820902 3.300000 −1 −1.588546 −1.234744 74.288028
1 1.443882 2.767353 2.996942 −1 −2.105617 −1.997865 22.690240
2 1.115460 2.359010 2.837101 −1 −1.737235 −1.315691 2.690837
3 1.179645 2.638366 3.267443 −1 −1.909005 −1.556167 0.677888
4 1.168428 2.586297 3.185736 −1 −1.877363 −1.510951 0.032840
5 1.167839 2.583686 3.181694 −1 −1.875663 −1.508665 0.000081
6 1.167838 2.583680 3.181684 −1 −1.875759 −1.508660 0.000000

Затраты времени на вычисления составляют T∗ = 3, 159943 ≈ 3, 16. Вычисли-
тельная трудоемкость метода R = 0, 993167 ≈ 1; Rmin = 0, 336125 ≈ 0, 34.

Точность задания начального приближения во втором случае, как показано
в разделе 3.5, может быть увеличена. Это приводит к уменьшению числа ите-
раций, улучшению сходимости и уменьшению затрат времени на вычисления
оптимального управления.

Проведем луч из начала координат через точку, координаты которой равны
значениям граничных точек на фазовых осях: x∗6(1) = 16, 875; x∗6(2) = 10, 623;

x∗6(3) = 13, 6668. Найдем на этом луче точку X∗6 = (6, 07136; 3, 57139; 5), время
перевода из которой системы (7.1) в начало координат равно T6 = 3. Нашли
дополнительную граничную точку.

Проводим три гиперплоскости через эту граничную точку и комбинацию из
двух различных граничных точек на фазовых осях. Опорная гиперплоскость
проходит через точку X∗6 = (6, 07136; 3, 57139; 5) и граничные точки на фазо-
вых осях x2 и x3 (x∗6(2) = 10, 623;x∗6(3) = 13, 6668) и описывается уравнением

0, 049076x1 + 0, 094135x2 + 0, 07317x3 − 1 = 0. (7.7)

Расстояние (d1) от точки x(t0) = (3, 5, 7) до опорной гиперплоскости рав-
но d1 = 0, 130093. Вектор начальных условии сопряженной системы равен
ψ̂(t0) = (−0, 380633;−0, 730108;−0, 567504). Моменты переключений управле-
ния ν1 = 1, 083054; ν2 = 2, 753230. Структура искомого оптимального управле-
ния (−M,+M,−M).

Гиперплоскость ("параллельная"опорной) для T7 = 3, 5 проходит через гра-
ничную точку X∗7 = (8, 19171; 4, 81865; 6, 74611) и граничные точки на тех же
фазовых осях x2 и x3 (x∗7(2) = 14, 459;x∗7(3) = 15, 9446) и описывается уравнением

0, 0297424x1 + 0, 069161x2 + 0, 062717x3 − 1 = 0. (7.8)
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Расстояние (d2 < 0) от точки x(t0) = (3, 5, 7) до этой гиперплоскости равно
d2 = −0, 125947. По формуле (3.31) находим приближенное уточненное время
перевода системы (7.1) из точки x(t0) = (3, 5, 7) в начало координат: T ≈ 3, 25.

В табл.3 приведены вычисленные на каждой итерации (c) моменты переклю-
чений ν1 и ν2 искомого оптимального управления, нормированные начальные
условия сопряженной системы ψ̂i(t0), i = 1, 3 и норма ||x(tk)|| системы (7.1) в
конечный момент времени t = tk.

Т а б л и ц а 3.

c ν1 ν2 tk ψ̂1(t0) ψ̂2(t0) ψ̂3(t0) ||x(tk)||
0 1.083054 2.753230 3.250000 −1 −1.918142 −1.490948 16.68643
1 1.166665 2.559191 3.135062 −1 −1.862925 −1.492853 0.485361
2 1.168019 2.584723 3.183408 −1 −1.876371 −1.509503 0.012634
3 1.167838 2.583682 3.181686 −1 −1.875760 −1.508661 0.000017
4 1.167838 2.583680 3.181684 −1 −1.875759 −1.508660 0.000000

Затраты времени на вычисления составляют T∗ = 0, 470768 ≈ 0, 47. Вычисли-
тельная трудоемкость метода R = 0, 147962 ≈ 0, 15; Rmin = 0, 101486 ≈ 0, 1.

Сравнивая результаты вычислений в табл.2 и табл.3 видим, что введение
дополнительной граничной точки почти в 2 раза уменьшило число итераций,
в ≈ 6, 7 раза затраты времени на вычисления и во столько же раз уменьшило
вычислительную трудоемкость метода.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Реализация оптимального управления в реальном времени требует нового
подхода к проблеме. Одним из возможных подходов является разделение вы-
числительных затрат на: 1) предварительные вычисления; 2) вычисления в
процессе управления. Каждый из этих этапов обладает своей спецификой.

Предварительные вычисления требуют разработки метода, который не за-
висит от конкретного начального условия, т.е. не требует знания начального
условия. На этом этапе вычисляется начальное приближение.

Метод вычисления оптимального управления в процессе управления должен
обладать малыми вычислительными затратами, что позволяет реализовать его
в реальном времени. По существу это уточнение начального приближения.

В работе рассмотрена реализация такого подхода для задачи линейного
быстродействия.

Предварительные вычисления состоят в построении аппроксимирующей кон-
струкции. Каждое из множеств достижимости аппроксимируется совокупно-
стью из (2n − 2 + 2n) гиперплоскостей, а вся область начальных условий –
совокупностью из (2n−2+2n)q гиперплоскостей. Каждая гиперплоскость име-
ет единственный (направленный внутрь области достижимости) нормальный
вектор, который является нормированным вектором начальных условий сопря-
женной системы. Зная начальные условия сопряженной системы, вычисляем
искомое оптимальное по быстродействию управление. Вычисляем, однако, не
точное, а его приближенное значение. В этом заключается достоинство и недо-
статок метода. Достонство состоит в том, что для целой подобласти начальных
условий управляемой системы вычисляется одно начальное условие сопряжен-
ной системы. Недостаток как раз и заключается в том, что вычисляется одно
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начальное условие, так как для оптимального управления каждому началь-
ному условию управляемой системы соответствует свое начальное условие со-
пряженной системы. Это противоречие разрешается так: на первом этапе (т.е.
на этапе предварительных вычислений) находится приближенное значение оп-
тимального управления, которое уточняется на втором этапе, т.е. находится
точное значение оптимального управления. Вычисления производятся уже в
процессе управления. Самое существенное состоит в том, что разделение об-
ласти начальных условий на конечное число подобластей с одними и теми же
начальными условиями сопряженной системы для каждой подобласти, позво-
ляет их вычислить независимо от конкретного начального условия управляе-
мой системы. Но проблема не в том, чтобы просто разбить область начальных
условий управляемой системы на конечное число подобластей, а разделить так,
чтобы полученное приближенное значение оптимального управления было бы
"близко" к точному значению оптимального управления. Это значит, что вы-
числительные затраты на втором этапе должны быть малыми: время, затра-
ченное на вычисление точного значения оптимального управления, не должно
превышать времени до момента первого переключения управления. Это необ-
ходимое условие сохранения оптимальности процесса управления в реальном
времени. Действительно, оптимальное по быстродействию управление прини-
мает только предельные значения uj(t) = ±Mj и, следовательно, знак и вели-
чина управления остаются неизменными до первого переключения управления.
После построения аппроксимирующей конструкции приближенно известен мо-
мент первого переключения управления для каждой гиперплоскости.

Минимизация времени вычислений на втором этапе достигается двумя пу-
тями. Во-первых, вычисление опорной гиперплоскости для конкретного на-
чального условия сводится к проверке простых неравенств, требующих малых
вычислительных затрат. Во-вторых, в получении "хорошего"начального при-
ближения. Чем ближе получено начальное приближение к точному значению
оптимального управления, тем меньше и вычислительные затраты. В опти-
мальном управлении вычислительные затраты принято оценивать по затра-
там времени на наиболее трудоемкие операции, к которым относится операция
интегрирования. Другие операции, например, решение систем линейных ал-
гебраических уравнений, требуют существенно меньше времени. Поэтому тру-
доекость методов принято оценивать числом решений задач Коши. Для оп-
тимального управления в реальном времени важны лишь затраты времени
на вычисления в процессе управления.. В предлагаемом методе нет необходи-
мости в решении задач Коши в процессе управления. Достаточно интегриро-
вать систему дифференциальных уравнений лишь на интервалах перемещения
конечного момента и моментов переключений управления. В случае монотон-
ной сходимости вычислительного процесса суммарное (по модулю) отклонение
стремится к разности между приближенно заданным и точным (истинным)
значением момента и не зависит от числа итераций. Монотонность вычисли-
тельного процесса достигается заданием хорошего начального приближения.
В результате с увеличением точности начального приближения значительно
уменьшаются и вычислительные затраты в процессе управления, что позволя-
ет реализовать оптимальное управление в реальном времени.
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