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Abstract. We prove the well-posedness of the Dirichlet problem for the
Poisson equation in a weighted Sobolev space under weak assumptions
both on the weight and on the boundary of the domain. The weight
is supposed to satisfy the Muckenhoupt condition on the off-boundary
cubes and an additional condition near the boundary. The boundary is
Lipschitz, flat enough, straightenable (in a sense close to the one studied
before by the author) and is either straightenable with small constant or
satisfies the so-called local Lyapunov-Dini condition. The proof amounts
to an a priori estimate obtained via localizing the problem, straightening
the boundary, Lpw-discretizing singular integrals and estimating a number
of dyadic sums. Our results strengthen some of the results of V.G. Maz’ya,
T.O. Shaposhnikova, K. Schumacher, R.G. Durán, M. Sanmartino and
M. Toschi.
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Введение

Рассмотрим следующий вопрос. Пусть n = 2, 3, . . . , Ω ⊂ Rn — ограниченная
липшицева область и 1 < p < ∞. Требуется дать как можно менее ограничи-
тельные условия на гладкость границы ∂Ω, при которых задача Дирихле для
уравнения Пуассона

(0.1)

{
∆u = f в Ω,

u = 0 на ∂Ω
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однозначно разрешима в пространстве СоболеваW 2,p(Ω) для любого f ∈ Lp(Ω),
причем ‖u‖W 2,p(Ω) 6 D‖f‖Lp(Ω) с не зависящей от f постоянной D > 0.

Наиболее сильные результаты по этой проблеме принадлежат В.Г. Мазье и
Т.О. Шапошниковой [11, 72] и формулируются в терминах локально задающих
∂Ω функций ω : Rn−1 → R. От ω требуется либо принадлежность простран-
ству Слободецкого W 2−1/p,p(Rn−1), либо чтобы градиенты ∇ω были поточеч-
ными мультипликаторами для пространства Слободецкого W 1−1/p,p(Rn−1) и
имели малую мультипликаторную норму, см. условия (96) ниже. Доказатель-
ство однозначной разрешимости задачи (0.1) опирается на локализацию, рас-
прямление границы и ряд Неймана. Известно, что от условия малости мульти-
пликаторных норм ‖∇ω‖ отказаться нельзя, как показывает пример области
Ω ⊂ R2, имеющей границу класса C∞ всюду, кроме точки 0 ∈ ∂Ω, в окрестно-
сти B = {x ∈ R2 : |x| < 1/2} которой для некоторого C ∈ R выполнено

(0.2)

Ω ∩B =
{
x ∈ B : x2 > ωC(x1)

}
,

ωC(x1) =

{
0, x1 = 0,
C|x1|

ln(1/|x1|) , 0 < |x1| < 1.

В силу [11] производная функции ω = ωCϕ, где ϕ ∈ C∞0 (−1, 1) тождественно
равна единице на [−1/2, 1/2], является мультипликатором для пространства
Слободецкого W 1/2,2(R) при любом C, тогда как однозначная разрешимость
задачи (0.1) в пространстве W 2,2(Ω) для всевозможных f ∈ L2(Ω) ввиду [9, 11]
равносильна условию C > −π/4.

В настоящей статье решаются следующие задачи:

(i) исследовать поведение первых и вторых производных слабого решения
задачи (0.1) в окрестности ∂Ω с помощью локализации, распрямления
границы и дискретизации;

(ii) доказать вариант теоремы Мазьи и Шапошниковой, заменяя малость
мультипликаторных норм на условие типа Ляпунова-Дини, что тоже
позволяет исключить контрпример (0.2) с C 6 −π/4;

(iii) доказать вариант теоремы Мазьи и Шапошниковой, заменяя малость
мультипликаторных норм на аналогичное условие, выраженное в дис-
кретных терминах;

(iv) обобщить (i), (ii) и (iii) на весовые пространства Соболева W 2,p
w (Ω).

Сделаем необходимые пояснения.
Ранее в [15, 16, 17] автор исследовал некоторые аналитические вопросы, име-

ющие отношение к регулярности решений эллиптических краевых задач. Эти
вопросы связаны с теорией поточечных мультипликаторов (см. [18]), однако
центральное положение в группе работ [15, 16, 17, 18] занимают дискретные
весовые неравенства (ДВН), а не мультипликаторы. Поэтому резонно найти
дискретный подход и к задаче (0.1). Применением локализации и распрямления
границы задача (0.1) приводится к уравнению с переменными коэффициентами
в полупространстве, которое в случае “достаточно плоской” границы можно
трактовать как возмущение уравнения с постоянными коэффициентами. Для
последнего уравнения известна в явном виде функция Грина. Дифференцируя
соответствующую формулу дважды для получения W 2,p-оценки, приходим к
сингулярному интегралу. Наш дискретный подход к (0.1) состоит в применении
Lp-дискретизации сингулярного интеграла.
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Простейшая форма Lp-дискретизации сингулярного интеграла такова. Для
a ∈ Zn обозначим Qa = a + [−1/2, 1/2]n. Пусть функция K ∈ C∞(Rn \ {0})
однородна степени −n и имеет нулевой интеграл по единичной сфере. Тогда
для f ∈ C∞0 (Rn) и x ∈ Qa

U(x) ≡ V.P.

∫
Rn
K(x− y)f(y) dy

= V.P.

∫
3Qa

K(x− y)f(y) dy +
∑

b∈Zn : Qa∩Qb=∅

∫
Qb

K(x− y)f(y) dy,

где 3Qa = a+ [−3/2, 3/2]n. По теореме Кальдерона-Зигмунда∥∥∥∥V.P.

∫
3Qa

K(· − y)f(y) dy

∥∥∥∥
Lp(Rn)

6 C1(p,K)‖f‖Lp(3Qa)

6 C1

∑
b∈Zn : Qa∩Qb 6=∅

‖f‖Lp(Qb).

Если Qa ∩Qb = ∅, то для y ∈ Qb

|K(x− y)| 6 C2(K)|x− y|−n 6 C3(K)|a− b|−n,

откуда по неравенству Гёльдера и неравенству треугольника в Lp(Qa)∣∣∣∣∫
Qb

K(x− y)f(y) dy

∣∣∣∣ 6 C3|a− b|−n‖f‖L1(Qb) 6 C3|a− b|−n‖f‖Lp(Qb),

‖U‖Lp(Qa) 6 max
{

(1 +
√
n)nC1, (3/2)nC3

}︸ ︷︷ ︸
C4(p,K)

∑
b∈Zn

‖f‖Lp(Qb)

(1 + |a− b|)n
.(0.3)

Таким образом, семейство
{
‖U‖Lp(Qa)

}
a∈Zn для U оценивается через такое же

семейство для f . Представляется, что предложенная дискретизация нова и по-
хожа на разные способы дискретизации сингулярных интегралов из численного
анализа в меньшей степени, чем на дискретизацию неравенства Пуанкаре из
[53, раздел 3] или на дискретные методы работ, упомянутых в [89, с. 225].

При реализации задачи (i) Lp-дискретизация производится в верхнем по-
лупространстве Rn+. Кубы Qa заменяются при этом на кубы Уитни — кубы
Q ⊂ Rn+, рёбра `(Q) которых сравнимы с расстояниями dist(Q, ∂Rn+). Lp-Дис-
кретизацию допускают также связь между первыми и вторыми производны-
ми функций (формула Ньютона-Лейбница) и влияние распрямления границы
на уравнение Пуассона. Последующее изучение проиндексированных кубами
числовых семейств приводит к оценкам (32) на Lp-средние модулей первого и
второго градиентов функции, исследуемой в распрямлённой области.

В оценки (32) входят, в частности, содержащие экспоненциальный множи-
тель eϑSI величиныWI . Совершенно естественно рассмотреть отдельно случай
ограниченности величин SI . Так мы приходим к классу LLD областей локаль-
ного типа Ляпунова-Дини, промежуточному между классом Ляпунова-Дини
(областей с непрерывной по Дини нормалью к границе) и классом липшице-
вых областей. Для области Ω ∈ LLD оценки (32) упрощаются. Чтобы получить
из них априорную оценку ‖u‖W 2,p(Ω) 6 D‖f‖Lp(Ω), мы дополнительно требуем
W 2,p-распрямляемости области Ω, т.е. выполнения одного ДВН из изученных
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в [16, 17]. Из этой априорной оценки легко выводится однозначная разреши-
мость в W 2,p(Ω) задачи (0.1) в “достаточно плоских” W 2,p-распрямляемых об-
ластях класса LLD, что выполняет задачу (ii).

При решении задачи (ii) уже произошел переход от мультипликаторных
условий к ДВН, поэтому решение задачи (iii) требует минимальных усилий.
Мы получаем однозначную разрешимость задачи (0.1) в W 2,p(Ω) для любых
f ∈ Lp(Ω), если Ω “достаточно плоская” иW 2,p-распрямляемая с малой посто-
янной, что означает малость фигурирующих в ДВН постоянных. Как показано
в разделе 5.5, этот результат несколько сильнее теоремы Мазьи и Шапошни-
ковой. Дело в том, что согласно [18] принадлежность пространству мульти-
пликаторов равносильна паре ДВН. В контексте настоящей статьи одно ДВН
отвечает за липшицевость задающих ∂Ω функций ω, тогда как другое ДВН —
за W 2,p-распрямляемость области Ω. Малость мультипликаторных норм ‖∇ω‖
равносильна поэтому малости постоянной Липшица области Ω иW 2,p-распрям-
ляемости области Ω с малой постоянной. Однако можно построить область Ω с
большой постоянной Липшица и, тем не менее, “достаточно плоскую” и W 2,p-
распрямляемую с малой постоянной. Отметим, что возможность такого усиле-
ния теоремы Мазьи и Шапошниковой можно ожидать и в рамках их теории
мультипликаторов, в которой известны аналогичным образом распадающиеся
на два условия критерии мультипликаторности, см. [11, с. 164].

Обсудим, как вышесказанное обобщается на весовые пространства Lpw(Ω) и
W 2,p
w (Ω). Несложно убедиться, что формула (0.3) после замен

‖U‖Lp(Qa) → ‖U‖Lpw(Qa)/‖1‖Lpw(Qa), ‖f‖Lp(Qb) → ‖f‖Lpw(Qb)/‖1‖Lpw(Qb)

имеет место, если вес w принадлежит классу Aloc
p из работ [68, 76], т.е. если w

удовлетворяет Ap-условию Макенхаупта на кубах Q ⊂ Rn с ребром `(Q) 6 1.
В этом случае говорим о Lpw-дискретизации сингулярного интеграла. Проводя
Lpw-дискретизацию в Rn+, мы требуем условия w ∈ Acomp

p (Rn+), т.е. выполне-
ния Ap-условия Макенхаупта на кубах Q ⊂ Rn+ с рёбрами `(Q) 6 dist(Q, ∂Rn+).
Родственный весовой класс в Ω обозначается через Acomp

p (Ω). Вывод весовых
оценок (32) в сравнении с невесовым случаем требует внесения только тех-
нических изменений. Что же касается теоремы об однозначной разрешимости
задачи (0.1) в пространстве W 2,p

w (Ω), то теперь мы должны работать с поня-
тием W 2,p

w -распрямляемости области Ω. В соответствующее ему ДВН входят
не только числа b(1)

I , описывающие степень локальной близости ∂Ω к гипер-
плоскости, но и меры aI “криволинейных кубов Уитни” относительно веса w.
Для обеспечения ограниченности одного линейного оператора в дискретном
пространстве `p с весами aI мы вводим понятие (p, λ,I)-семейства и соответ-
ствующий весовой класс Ap(Ω)λ. В итоге задача (0.1) оказывается однозначно
разрешимой в W 2,p

w (Ω) с любым f ∈ Lpw(Ω), если

(∃λ > 0) w ∈ Acomp
p (Ω)λ ≡ Ap(Ω)λ ∩Acomp

p (Ω),

а область Ω является “достаточно плоской” и либо W 2,p
w -распрямляема и при-

надлежит классу LLD (обобщение для (ii)), либо W 2,p
w -распрямляема с малой

постоянной (обобщение для (iii)).
Опишем структуру статьи. В § 1 обсуждаются базовые свойства весов (ва-

рианты условий удвоения и Макенхаупта) и пространств Соболева Wm,p
w (Ω),
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после чего Lpw-дискретизация применяется к уравнению L0u = f с постоян-
ными коэффициентами в полупространстве. В § 2 получен ряд неравенств с
участием числовых семейств, проиндексированных двоичными кубами в Rn−1.
Реализации задачи (i+iv) в виде вывода весовых оценок (32) посвящен § 3. В
разделе 4.1 содержится обсуждение “достаточно плоских” областей как на язы-
ке вторых разностей (условие Зигмунда) и приближения многочленами (про-
странства Морри-Кампанато) для задающих ∂Ω функций ω, так и на геомет-
рическом языке аппроксимации ∂Ω гиперплоскостями (области Райфенберга).
В остальной части § 4 изучаются распрямляющие гомеоморфизмы, области
классов C1,ε, Ляпунова-Дини и LLD, (p, λ, I)-семейства, весовой класс Ap(Ω)λ
и W 2,p

w -распрямляемость. Раздел 5.1 содержит теоремы об однозначной раз-
решимости в W 2,p

w (Ω), дающие решение задачам (ii+iv) и (iii+iv). Далее мы
получаем следствия этих теорем путём проверки в тех или иных предположе-
ниях условия w ∈ Acomp

p (Ω)λ и ДВН из определения W 2,p
w -распрямляемости.

Эти следствия усиливают ряд ранее известных про задачу (0.1) результатов,
см. заключительные абзацы разделов 5.2 и 5.4 и раздел 5.5.

Добавлено при корректуре. Основные результаты настоящей статьи были
анонсированы в препринте [19].

1. Веса макенхауптовского типа.
Дискретная W 2,p

w -оценка в полупространстве

1.1. Свойство удвоения на внутренних подмножествах. Пусть n ∈ N
(но n > 2 начиная с раздела 1.4) и E — измеримое подмножество в Rn. Будем
говорить, что w � 0 на E, если заданная на E функция w измерима и почти
всюду положительна. Обозначим

|E|w =

∫
E

w dx.

При w ≡ 1 пишем просто |E| (это лебегова мера множества E).
Кубом в Rn называется декартово произведение n промежутков (интерва-

лов, полуинтервалов или отрезков) одинаковой длины. Центр и длину ребра
куба Q обозначим через cQ и `(Q). Для t > 0

tQ =
{
cQ + t(x− cQ) : x ∈ Q

}
.

Пусть E — множество в Rn с непустой внутренностью E◦.

Определение 1. Через D(E) обозначим множество всех функций w � 0 на
E◦, для каждой из которых существует число θ∗ > 1 такое, что для любой
пары {Q0, Q} кубов

(1) Q0 ⊂ Q ⊂ E◦, `(Q0) = `(Q)/2,

выполнены неравенства

(2) |Q|w 6 θ∗|Q0|w <∞.

Для непустого множества F ⊂ Rn \ E◦ и δ > 0 через D(E,F )δ обозначим
множество всех функций w � 0 на E◦, для каждой из которых существует
θ∗ > 1 такое, что для любой пары кубов (1) со свойством

(3) `(Q) 6 δ dist(Q,F ) ≡ δ inf
x∈Q, y∈F

|x− y|
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имеет место (2). При E 6= Rn положим

Dcomp(E) = D
(
E, ∂(E◦)

)
1
.

Во всех случаях пусть D[w] — минимально возможное значение θ∗.

Замечание. В работах [35] и [78] применяются δ-шары, определяемые с помо-
щью аналога условия (3). При этом свойство δ-удвоения меры из [35] нельзя
получить из нашего определения 1. Что же касается свойства δ-удвоения из
формулы (35) в [78], то оно сходно с условием w ∈ Dcomp(E), но из [78] нелегко
выделить следующую лемму.

Лемма 1. Если 0 < δ1 < δ2 < ∞, то D(E,F )δ1 = D(E,F )δ2 . Для соответ-
ствующих постоянных D(δ1)[w] и D(δ2)[w] имеем D(δ1)[w] 6 D(δ2)[w] и

(4)
(
∀θ∗ > D(δ1)[w]

)
D(δ2)[w] 6 c = c(n, δ2/δ1, θ

∗).

Доказательство. Из неравенств `(Q) 6 δ1 dist(Q,F ) < δ2 dist(Q,F ) получаем

D(δ1)[w] 6 D(δ2)[w], D(E,F )δ1 ⊃ D(E,F )δ2 .

Докажем обратные соотношения. Пусть w ∈ D(E,F )δ1 . Возьмём наимень-
шее целое число N > 2δ2/δ1. Произвольный куб Q ⊂ E◦ со свойством

`(Q) 6 δ2 dist(Q,F )

разобьём на Nn кубов Qi с `(Qi) = `(Q)/N . Если кубы Qi1 и Qi2 касаются, то
они содержатся в некотором кубе Q1,2 ⊂ Q с `(Q1,2) = 2`(Q)/N , откуда

|Qi2 |w 6 |Q1,2|w 6 D(δ1)[w]|Qi1 |w 6 θ∗|Qi1 |w.
Мы учли, что для пары {Qi1 , Q1,2} верно условие (1) и, ввиду неравенств

`(Q1,2) 6 2δ2 dist(Q,F )/N 6 δ1 dist(Q1,2, F ),

условие (3). Соединяя произвольные кубы Qi и Qj цепочкой касающихся, полу-
чаем неравенство |Qj |w 6 c0(n, δ2/δ1, θ

∗)|Qi|w, из которого немедленно следуют
вложение D(E,F )δ1 ⊂ D(E,F )δ2 и оценка (4). �

Замечание. Неравенства типа (4) для всех θ∗, а не только для θ∗ = D(δ1)[w],
важны при работе с семействами функций w. О неравенстве (4) можно сказать,
что постоянная c зависит только от n, δ2/δ1 и верхней границы для D(δ1)[w].
Так будем говорить и в дальнейшем.

1.2. Классы весов макенхауптовского типа. Пусть E, F и δ такие же, как
в определении 1.

Определение 2. Для 1 < p <∞ через Ap(E) и Ap(E,F )δ обозначим множе-
ства всех функций w � 0 на E◦ таких, что

Ap[w] ≡ sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

w dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w−
1
p−1 dx

)p−1

<∞,

где supQ берется по всем кубам Q ⊂ E◦ в случае Ap(E) и, соответственно,
по всем кубам Q ⊂ E◦ со свойством (3) в случае Ap(E,F )δ. Число Ap[w]
называется постоянной Макенхаупта веса w. Положим

Ap = Ap(Rn),

Acomp
p (E) = Ap

(
E, ∂(E◦)

)
1

(если E 6= Rn).
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Замечание. Базовые сведения по истории и свойствам классов Ap = Ap(Rn)
(включая классы A1 и A∞) можно найти в [36] или [81, глава V]. Среди обоб-
щений класса Ap отметим класс Aloc

p , определяемый с помощью кубов Q ⊂ Rn
с `(Q) 6 1. Он встречается уже в [68] и изучен в [76, § 1.1]. В работе [34] для
открытого множества E используется еще один локальный класс

(5) Ap,loc(E) =
{
w : w

∣∣
Q◦
∈ Ap(Q) для любого замкнутого куба Q ⊂ E

}
.

Лемма 2. Пусть E, F , δ и p такие, как в определениях 1 и 2. Тогда
(i) если Q — куб, а Q0 — его измеримое подмножество с |Q0| > 0, то

(6) |Q|w 6
(

1

|Q|

∫
Q

w dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w−
1
p−1 dx

)p−1( |Q|
|Q0|

)p
|Q0|w;

(ii) Ap(E) ⊂ D(E), причем D[w] 6 2npAp[w] при w ∈ Ap(E);
(iii) Ap(E,F )δ ⊂ D(E,F )δ, причем D[w] 6 2npAp[w] при w ∈ Ap(E,F )δ;
(iv) если 0 < δ1 < δ2 <∞, то Ap(E,F )δ1 = Ap(E,F )δ2 . Для любого элемен-

та w этого множества и соответствующих постоянных A(δ1)
p [w] и A(δ2)

p [w]

имеем A
(δ1)
p [w] 6 A(δ2)

p [w] и

(7) A(δ2)
p [w] 6 c = c(n, p, δ2/δ1, θ), θ > A(δ1)

p [w].

Доказательство. Для сопряженного веса w′ = w−
1
p−1 по неравенству Гёльдера

|Q0|p 6 |Q0|w|Q0|p−1
w′ 6 |Q0|w|Q|p−1

w′ ,

что равносильно (6). Утверждения (ii) и (iii) непосредственно вытекают из (i).
Оценка A(δ1)

p [w] 6 A(δ2)
p [w] из (iv) и соответствующее вложение очевидны. Для

установления (7) возьмём w ∈ Ap(E,F )δ1 и заметим, что

w′ ∈ Ap′(E,F )δ1

(
p′ =

p

p− 1

)
, Ap′ [w

′] = Ap[w]
1
p−1 .

Применение утверждения (iii) и леммы 1 к весам w и w′ показывает, что они
принадлежатD(E,F )δ2 , причемD(δ2)[w] иD(δ2)[w′] оцениваются постоянными,
зависящими только от n, p, δ2/δ1 и θ. Возьмём минимальное k ∈ N такое, что
2k > δ2/δ1. Для любого Q ⊂ E◦ со свойством `(Q) 6 δ2 dist(Q,F ) имеем(∫

Q

w dx

)(∫
Q

w′ dx

)p−1

6

(
D(δ2)[w]k

∫
2−kQ

w dx

)(
D(δ2)[w′]k

∫
2−kQ

w′ dx

)p−1

6 D(δ2)[w]kD(δ2)[w′]k(p−1)2−npk|Q|pθ,

поскольку `(2−kQ) = 2−k`(Q) 6 δ1 dist(Q,F ) 6 δ1 dist(2−kQ,F ). Тем самым
(7), утверждение (iv) и лемма 2 доказаны. �

Замечание.Как и в лемме 2(ii,iii), в дальнейшем всегда будет ясно из контекста,
каким именно классам из определений 1 и 2 соответствуют D[w] и Ap[w].

В связи с обилием в литературе информации о классе Ap полезна такая

Лемма 3. Для любых куба B ⊂ Rn и веса v ∈ Ap(B) существует вес w ∈ Ap
такой, что w

∣∣
B◦

= v и Ap[w] 6 3npAp[v].
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Доказательство. Подправим незначительно доказательство леммы 1.1 из [76].
В качестве w берётся продолжение функции v, четное относительно всех (n−1)-
мерных плоскостей решетки, порожденной кубом B, и равное, скажем, нулю
на самих плоскостях. Такое продолжение единственно и имеет период 2`(B) по
всем переменным. Для оценивания Ap[w] берётся произвольный куб Q ⊂ Rn.
Случай `(Q) > `(B) разбирается аналогично [76]. При `(Q) < `(B) пустьB1,B2,
. . . , Bk — кубы вышеупомянутой решетки, пересекающиеся с Q. Рассмотрение
проекций на координатные оси показывает, что k 6 2n. Возьмём такое i0, что
мера Лебега параллелепипеда Π = Q ∩ Bi0 максимальна. По построению для
любого i ∫

Q∩Bi
w dx 6

∫
Π

w dx 6
∫
K

w dx,∫
Q∩Bi

w−
1
p−1 dx 6

∫
Π

w−
1
p−1 dx 6

∫
K

w−
1
p−1 dx,

где K — куб с `(K) = `(Q) и свойствами Π ⊂ K ⊂ Bi0 . Отсюда(
1

|Q|

∫
Q

w dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w−
1
p−1 dx

)p−1

6

kp
(

1

|K|

∫
K

w dx

)(
1

|K|

∫
K

w−
1
p−1 dx

)p−1

6 2npAp[v],

так как w
∣∣
B◦i0
∈ Ap(Bi0) и Ap

[
w
∣∣
B◦i0

]
= Ap[v]. Ввиду произвольности Q лемма

доказана. �

1.3. Дифференциальные операторы в весовых пространствах Собо-
лева. Пусть множество E ⊂ Rn измеримо и w � 0 на E. При 1 6 p < ∞ для
измеримой на E функции f положим

‖f‖Lpw(E) =

(∫
E

|f |pw dx
)1/p

.

Пространство всех f с ‖f‖Lpw(E) < ∞ обозначается через Lpw(E). Множество
Lpw,loc(E) и класс (5) являются частными случаями следующего соглашения.

Определение 3. Пусть Ω и E — измеримые множества в Rn. Тогда Ω b E
значит, что замыкание Ω компактно и содержится в E. Для символа X
через Xloc(E) будет обозначаться множество всех измеримых функций f на
E таких, что f

∣∣
Ω
∈ X(Ω) для любого открытого Ω b E.

При w ≡ 1 пишем ‖f‖Lp(E), Lp(E) и Lploc(E) соответственно. Введём также
обозначение

‖f‖L∞(E) ≡ ess sup
E

|f |.

Пусть 1 < p < ∞ и w ∈ Ap,loc(Ω) для открытого множества Ω ⊂ Rn. По
неравенству Гёльдера Lpw(Ω) ⊂ L1

loc(Ω) ⊂ D ′(Ω), поэтому можно говорить об
обобщенных производных функций из Lpw(Ω) и о пространствах Соболева

Wm,p
w (Ω) =

{
u ∈ Lpw(Ω): Dαu ∈ Lpw(Ω) при 1 6 |α| 6 m

}
, m ∈ N,
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‖u‖Wm,p
w (Ω) =

m∑
j=0

‖∇ju‖Lpw(Ω) ≡
m∑
j=0

∥∥∥|∇ju|∥∥∥
Lpw(Ω)

.

Здесь |∇ju| =
√∑

|α|=j |Dαu|2. При w ≡ 1 пишем просто Wm,p(Ω) и имеем

право рассматривать еще пространства Wm,1(Ω) и Wm,1
loc (Ω).

Многие результаты теории невесовых пространств Wm,p(Ω) обобщаются на
случай веса w ∈ Ap: банаховость [33, 73, 88], плотность гладких функций и
усреднение по Соболеву [33, 44, 73], неравенство Пуанкаре и полиномиальная
аппроксимация [33, 38, 42, 88], интерполяционное неравенство [33, 44, 88], тео-
рема вложения Соболева [42, 44, 73], продолжение с Wm,p

w (Ω) на Wm,p
w (Rn)

[33, 88]. В частности, справедлива

Лемма 4. Для любых открытого куба B ⊂ Rn и функции u ∈ L1(B) со свой-
ством |∇mu| ∈ Lpw(B), где w ∈ Ap(B), найдётся такой многочлен π степени
менее m, что

m−1∑
j=0

`(B)j
∥∥∇j(u− π)

∥∥
Lpw(B)

6 C`(B)m‖∇mu‖Lpw(B),

где C > 0 зависит только от n, m, p и верхней границы для Ap[w].

Доказательство. По лемме 3 можно считать, что w ∈ Ap. В силу неравенства
Гёльдера |∇mu| ∈ L1(B), откуда u ∈ Wm,1(B). Теперь доказательство след-
ствия 2.1.15 из [88] легко переносится со случая “B — шар” на наш случай.
�

Замечание. Как правило, для справедливости названных результатов предпо-
ложение w ∈ Ap не является необходимым. О функциональных пространствах
с весами из Aloc

p см. [76] и библиографию в [56]. В литературе иногда применяют
термин Ap-согласованность (Ap-consistency, см. [38, 43, 44, 79]) для указания
на зависимость постоянной (например, постоянной C из леммы 4) от верхней
границы для постоянной Макенхаупта.

Для веса w ∈ Ap хорошо известна ограниченность в Lpw(Rn): максимально-
го оператора Харди-Литтлвуда и сингулярных интегральных операторов [36],
мультипликаторов Фурье [67], псевдодифференциальных операторов нулевого
порядка [73]; см. также [5]. Менее известна Ap-согласованность оценок сверху
норм этих операторов, которая проверяется исследованием соответствующих
доказательств. Эти факты позволяют получить некоторые Ap-весовые резуль-
таты об уравнениях ∆u = f , ∆mu = f , div u = f , уравнениях гидродинамики,
неравенстве Корна и иных вопросах, см. [38, 40, 41, 42, 43, 44, 79]. К этому
же кругу тем принадлежит следующая лемма, которую докажем аналогично
лемме 6.4.1 из [21].

Лемма 5. Пусть B — открытый куб в Rn, u ∈ L1(2B) и f ∈ Lpw(2B), где
w ∈ Ap(2B) и f = ∆u в смысле распределений. Тогда u ∈W 2,p

w (B) и
2∑
j=0

`(B)j‖∇ju‖Lpw(B) 6 C

[
`(B)2‖f‖Lpw(2B) +

|B|1/pw

|B|

∫
2B

|u| dx

]
,

где C > 0 зависит только от n, p и верхней границы θ для Ap[w].
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Доказательство. Растяжения показывают, что достаточно разобрать случай
`(B) = 1. Как и выше, по лемме 3 считаем, что w ∈ Ap.

Пусть F — оператор Фурье в пространствах S быстро убывающих функций
и S ′ умеренных обобщенных функций. Для любого −∞ < s < ∞ введём
оператор

Isv = F−1(1 + |x|2)s/2Fv.

Хорошо известно, что Is является автоморфизмом пространств S и S ′. Вве-
дём весовое пространство бесселевых потенциалов

Hs,p
w = I−s

(
Lpw(Rn)

)
с нормой ‖U‖Hs,pw = ‖IsU‖Lpw(Rn). Согласно [73, 79] имеют место следующие
утверждения:

(i) Hm,p
w = Wm,p

w (Rn) при m ∈ N, причем нормы эквивалентны с постоян-
ными, зависящими только от n, m, p и θ;

(ii) имеют место вложения S ⊂ Hs,p
w ⊂ S ′, причем первое — плотное;

(iii) при s > 0 сопряженное пространство
(
Hs,p
w

)′ изометрично пространству
H−s,p

′

w′ , где p′ = p/(p− 1) и w′ = w−1/(p−1);
(iv) дифференцирование ∂

∂xi
— ограниченный оператор изHt,p

w вHt−1,p
w для

любого t ∈ R с мажорантой нормы, зависящей только от n, t, p и θ;
(v) аналогичное (iv) утверждение для оператора вложения Ht,p

w → Ht−1,p
w ;

(vi) Is изометрично отображает Ht,p
w на Ht−s,p

w .
Пусть Bk =

(
1 + k+3

n+2

)
B при −3 6 k 6 n− 1, так что B−3 = B и Bn−1 = 2B.

Для −2 6 k 6 n− 1 построим функции ϕk ∈ C∞0 (Bk) с |Dαϕk| 6 c(α) и ϕk ≡ 1
на Bk−1. Пусть uk = uϕk и un = u, где u — продолжение функции u нулём на
Rn \ 2B. Тогда

fk := ∆uk = (∆u)ϕk + 2∇u∇ϕk + u∆ϕk = fϕk + 2∇uk+1∇ϕk + uk+1∆ϕk.

Ввиду (i) и (iii) умножение на функцию из C∞0 (Rn) — ограниченный оператор
в Ht,p

w , t ∈ Z. Отсюда и из (iv,v,vi) при −2 6 k 6 n− 1 имеем

‖fk‖H−k−2,p
w

6 c
[∥∥fϕk∥∥H−k−2,p

w
+ ‖uk+1‖H−k−1,p

w
+ ‖uk+1‖H−k−2,p

w

]
6 c
[
‖f‖Lpw(2B) + ‖uk+1‖H−k−1,p

w

]
,

‖uk‖H−k,pw
= ‖(I −∆)uk‖H−k−2,p

w
6 ‖uk+1ϕk‖H−k−2,p

w
+ ‖fk‖H−k−2,p

w

6 c
[
‖f‖Lpw(2B) + ‖uk+1‖H−(k+1),p

w

]
,

‖u−2‖H2,p
w
6 c
[
‖f‖Lpw(2B) + ‖u−1‖H1,p

w

]
6 · · · 6 c

[
‖f‖Lpw(2B) + ‖un‖H−n,pw

]
.

Здесь c — различные положительные постоянные, зависящие от n, k, p и θ. Из
теоремы вложения, неравенства Гёльдера, (6) и (i,ii,iii) следует, что

‖ψ‖L∞(2B) 6 c
∑
|α|6n

‖Dαψ‖L1(2B) 6 c|2B|1/pw ‖ψ‖Wn,p′
w′ (Rn)

6 c|B|1/pw ‖ψ‖Hn,p′
w′

,

‖un‖H−n,pw
= sup

ψ∈S :
‖ψ‖

H
n,p′
w′
61

∣∣〈u, ψ〉∣∣ 6 ‖u‖L1(2B) sup
ψ
‖ψ‖L∞(2B) 6 c|B|1/pw ‖u‖L1(2B),

‖u‖W 2,p
w (B) 6 ‖u−2‖W 2,p

w (Rn) 6 c‖u−2‖H2,p
w
.
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Сопутствующие выкладкам рассуждения показывают, что u ∈W 2,p
w (B), а сами

выкладки дают требуемое неравенство. �
Аналогично доказывается

Лемма 6. Пусть B — открытый куб в Rn, u ∈ W 1,1(2B) и f ∈ Lpw(2B), где
w ∈ Ap(2B) и f = ∆u в смысле распределений. Тогда u ∈W 2,p

w (B) и
2∑
j=1

`(B)j‖∇ju‖Lpw(B) 6 C

[
`(B)2‖f‖Lpw(2B) +

|B|1/pw

`(B)n−1

∫
2B

|∇u| dx

]
,

где C > 0 зависит только от n, p и верхней границы для Ap[w].

Доказательство. Как и в лемме 5, достаточно рассмотреть случай `(B) = 1
и w ∈ Ap. Сохраним обозначения леммы 5. Операция f 7→ fϕk определена
для любого f ∈ D ′(2B). В выкладках леммы 5 понизим на единицу индекс t у
всех пространств Ht,p

w . Чтобы дойти до пространства H−n,pw , нужны индексы
−2 6 k 6 n− 2. Мы получаем

‖u‖W 1,p
w (B) 6 ‖u−2‖W 1,p

w (Rn) 6 c‖u−2‖H1,p
w
6 c
[∥∥fϕn−2

∥∥
H−1,p
w

+ ‖u−1‖H0,p
w

]
6 . . .

6 c
[∥∥fϕn−2

∥∥
H−1,p
w

+ ‖un−1‖H−n,pw

]
6 c
[∥∥fϕn−2

∥∥
H−1,p
w

+ |B|1/pw ‖u‖L1(2B)

]
.

Положим u = Diu и f = Dif, 1 6 i 6 n. Требуемое неравенство следует из
оценки∥∥(Dif)ϕn−2

∥∥
H−1,p
w

=
∥∥ϕn−2Di

{
fϕn−1

}∥∥
H−1,p
w
6 c
∥∥fϕn−1

∥∥
H0,p
w
6 c‖f‖Lpw(2B). �

1.4. Основные двоичные обозначения. Всюду в дальнейшем фиксировано
целое число n > 2. Пусть D — множество всех “полуоткрытых” кубов в Rn−1

вида
I = 2k~a+ [0, 2k)n−1, (k,~a) ∈ Z× Zn−1.

Ребро `(I) = 2k куба I обозначается через lI . Куб I ′ ∈ D задан условиями
lI′ = 2lI и I ⊂ I ′, а лежащие в Rn+ = {x ∈ Rn : xn > 0} кубы I� и I� —
формулами

I� = I × [lI , 2lI), I� = I� = I × [lI , 2lI ].

Если w � 0 на Rn+ и w ∈ L1
loc(Rn+), то для функции f ∈ Lpw,loc(Rn+) (1 < p <∞)

имеют смысл средние

‖f‖I =

(
1

|I�|w

∫
I�
|f |pw dx

)1/p

, I ∈ D.

Определим также серию числовых характеристик геометрических объектов:

|x|∞ = max
16i6ν

|xi|, x ∈ Rν ,

diam∞X = sup
ξ,η∈X

|ξ − η|∞, ∅ 6= X ⊂ Rn−1,

dist∞(X,Y ) = inf
ξ∈X, η∈Y

|ξ − η|∞, ∅ 6= Y ⊂ Rn−1,

[I, J ] = diam∞(I ∪ J), I, J ∈ D,
〈I, J〉 = dist∞(I, J),
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Γ
(α,β)
IJ = lαI l

β
J [I, J ]−α−β , α, β ∈ (−∞,∞).

1.5. Дискретная W 2,p
w -оценка в Rn+. Выделим результат о сингулярных ин-

тегралах в Lpw(Rn), достаточный для дальнейшего.

Лемма 7. Пусть функция E ∈ C∞(Rn \ {0}) однородна степени 1−n. Пусть
1 < p <∞ и w ∈ Ap. Тогда для любой функции f ∈ C∞0 (Rn)

‖∇(E ∗ f)‖Lpw(Rn) 6 c‖f‖Lpw(Rn),

где c > 0 зависит только от n, p, E и верхней границы для Ap[w].

Доказательство. По теоремам 7.1.16 и 7.1.18 из [22] преобразование Фурье
FE ∈ S ′ однородно степени −1 и принадлежит классу C∞(Rn \ {0}). Поэтому
F (DiE) однородно степени 0 и тоже принадлежит C∞(Rn \ {0}), 1 6 i 6 n.
Требуемое неравенство вытекает теперь из теорем I, III и леммы 3 в [36] для
ядра K = DiE (можно также сослаться на следствие в § V.4.2 из [81]). �

Пусть C∞0
(
Rn+
)
— сужение пространства D(Rn) = C∞0 (Rn) на замкнутое

верхнее полупространство Rn+ = {x ∈ Rn : xn > 0}. Для u ∈ C∞0
(
Rn+
)
положим

γ0u(ξ) = u(ξ, 0), ξ ∈ Rn−1.

Согласно Э. Гальярдо γ0 продолжается по непрерывности до сюръективного
оператора следа γ0 : W 1,1(Rn+)→ L1(Rn−1), см. [86, лекция 32].

В следующем частичном результате использована Lpw-дискретизация сингу-
лярного интеграла. Формулировка и доказательство леммы имеют общие эле-
менты с леммой 9.12 из [4], в которой, грубо говоря, ‖∇2u‖Lp(Rn+) оценивается
через ‖f‖Lp(Rn+).

Лемма 8. Пусть носитель функции u ∈ W 1,1(Rn+) ограничен и γ0u = 0.
Пусть обобщенный лапласиан f = ∆u принадлежит Lpw,loc(Rn+), где 1 < p <∞
и w ∈ Acomp

p (Rn+). Тогда Dαu ∈ Lpw,loc(Rn+) при |α| = 2, и для любого I ∈ D

(8) ‖∇2u‖I 6 c
∑
J∈D

Γ
(0,n+1)
IJ ‖f‖J ,

где c > 0 зависит только от n, p и верхней границы θ для Ap[w].

Доказательство. Пусть сначала u ∈ C∞0
(
Rn+
)
. Пусть Ωn — площадь сферы

{x ∈ Rn : |x| = 1}. Рассмотрим фундаментальное решение оператора Лапласа

E(x) =

{
1

2π ln |x|, n = 2,
1

(2−n)Ωn
|x|2−n, n > 3.

Для y = (y′, yn) ∈ Rn положим ỹ = (y′,−yn) и G(x, y) = E(x − y) − E(x − ỹ).
Хорошо известно, что при xn > 0

u(x) =

∫
yn>0

G(x, y)f(y) dy.

Зафиксировав I, рассмотрим параллелепипед и куб

PI =
5

2
I ×

[
5

8
lI ,

11

4
lI

]
, P∗I = (3I)◦ ×

(
1

2
lI ,

7

2
lI

)
.
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Представим f = f1 + f2 с такими функциями fi ∈ C∞0
(
Rn+
)
, что |fi| 6 |f |,

supp f1 ⊂ Rn+ \PI и supp f2 ⊂ P∗I . Тогда

u(x) = u1(x) + u2(x) =

∫
Rn+\PI

G(x, y)f1(y) dy +

∫
P∗I

G(x, y)f2(y) dy.

Покажем, что если x ∈ I�, y ∈ J� и y /∈ PI , то [I, J ] 6 4|x − y|∞. Из
|x − y|∞ > 3

8 lI следует, что при [I, J ] 6 3
2 lI требуемое неравенство очевидно.

Пусть [I, J ] > 3
2 lI . При lJ 6 1

2 lI это значит, что 〈I, J〉 > 1
2 lI , откуда

[I, J ] 6 lI + 〈I, J〉+ lJ 6 〈I, J〉+
3

2
lI 6 4〈I, J〉 6 4|x′ − y′|∞ 6 4|x− y|∞.

Пусть lJ > lI . Тогда из условия y /∈ PI следует, что |x − y|∞ > 3
4 lI , так что

требуемое неравенство очевидно при [I, J ] 6 3lI . Осталось разобрать подслучаи
lJ ∈ {lI , 2lI} и lJ > 4lI случая [I, J ] > 3lI . В них, соответственно, имеем

〈I, J〉 > lI ⇒ [I, J ] 6 lI + 〈I, J〉+ lJ 6 〈I, J〉+ 3lI 6 4〈I, J〉 6 4|x− y|∞;

[I, J ] 6 lI + 〈I, J〉+ lJ 6 〈I, J〉+
5

4
lJ 6 |x′ − y′|∞ +

5

2
|xn − yn| 6

7

2
|x− y|∞.

Отсюда, дифференцируя при x ∈ I� под знаком интеграла, получаем

|∇2u1(x)| 6
∫
Rn+\PI

|∇2
xG(x, y)||f1(y)| dy

6 C1(n)

∫
Rn+\PI

yn|x− y|−n−1
∞ |f(y)| dy

6 C1

∑
J∈D

∫
J�\PI

2lJ([I, J ]/4)−n−1|f(y)| dy,

где C1 возникает из известной [93] оценки для |∇2
xG(x, y)|. По неравенству

Гёльдера и предположению w ∈ Acomp
p (Rn+) ≡ Ap(Rn+, ∂Rn+)1∫

J�

|f | dy 6
(∫

J�

|f |pw dy
)1/p(∫

J�

w−
1
p−1 dy

)(p−1)/p

6 θ1/plnJ‖f‖J ,(9)

‖∇2u1‖I 6 sup
I�
|∇2u1| 6 2C14n+1θ1/p

∑
J∈D

Γ
(0,n+1)
IJ ‖f‖J .

Оценим |∇2u2|. При 1 6 i 6 n и x ∈ I�

∇Diu2(x) = ∇
∫
P∗I

(DiE)(x− y)f2(y) dy −
∫
P∗I

(∇DiE)(x− ỹ)f2(y) dy

≡ V1(x) + V2(x).

Согласно условию w ∈ Acomp
p (Rn+) и лемме 2(iv) вес v = w

∣∣
P∗I

принадлежит к
Ap(P

∗
I) и может быть по лемме 3 продолжен до веса wI ∈ Ap с постоянной

Макенхаупта Ap[wI ] 6 θ′ = θ′(n, p, θ). По лемме 7

‖V1‖I 6 |I�|−1/p
w ‖∇(DiE ∗ f2)‖LpwI (Rn)

6 C2(n, p, θ′)|I�|−1/p
w ‖f2‖LpwI (Rn)
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6 C2|I�|−1/p
w

 ∑
J∈D : P∗I∩J� 6=∅

|J�|w‖f‖pJ

1/p

.

Из лемм 2(iii) и 1 выводится, что

(10) |J�|w 6 C3(n, p, θ)|I�|w, P∗I ∩ J� 6= ∅.
Поэтому

‖V1‖I 6 C2C
1/p
3

∑
J∈D : P∗I∩J� 6=∅

‖f‖J 6 C2C
1/p
3 4n+1

∑
J∈D

Γ
(0,n+1)
IJ ‖f‖J .

Величину |V2| можно оценить равномерно:

|V2(x)| 6 C4(n)l−nI
∑

J : P∗I∩J� 6=∅

∫
J�

|f | dy
(9)
6 C4θ

1/p
∑

J : P∗I∩J� 6=∅

l−nI lnJ‖f‖J ,

‖V2‖I 6 sup
I�
|V2| 6 C5(n)θ1/p

∑
J∈D

Γ
(0,n+1)
IJ ‖f‖J .

Соединяя оценки для |∇2u1|, V1 и V2, получаем (8).
Исследуем случай u /∈ C∞0

(
Rn+
)
. Включение |∇2u| ∈ Lpw,loc(Rn+) вытекает из

леммы 5. Следовательно, u ∈ W 2,1
loc (Rn+) и ∆u = f почти всюду. Безусловно,

можно считать ряд в (8) сходящимся. Тогда

(11a)
∑
J∈D

ln+1
J ‖f‖J <∞,

поскольку [I, J ] 6 C(I, f) <∞ при ‖f‖J 6= 0 в силу ограниченности supp f . Из
(11a) на основании неравенства (9) получаем

(11b)
∫
xn>0

xn|f(x)| dx 6 2
∑
J∈D

lJ

∫
J�

|f | dx 6 2θ1/p
∑
J∈D

ln+1
J ‖f‖J <∞.

Поэтому имеет смысл обобщенная функция

〈F,ϕ〉 ≡
∫
xn>0

f(x)
[
ϕ(x)− ϕ(x̃)

]
dx.

Зададим функцию U ∈ L1(Rn) формулой

U(x) =

{
u(x), xn > 0,

−u(x̃), xn < 0.

Покажем, что ∆U = F в смысле обобщенных функций из D ′(Rn). Интегриро-
вание по частям с учетом условия γ0u = 0 (см. [86, лекция 14]) показывает, что
для любого ϕ ∈ D(Rn)

(12)

〈U,∆ϕ〉 =

∫
xn>0

u(x)
[
∆ϕ(x)−∆ϕ(x̃)

]
dx

= −
n∑
i=1

∫
xn>0

∂u

∂xi

[
∂ϕ

∂xi
(x)− si

∂ϕ

∂xi
(x̃)

]
dx,

где si = 1 при i < n, но sn = −1. Опять интегрируя по частям, получаем∫
xn>0

∂u

∂xi

[
∂ϕ

∂xi
(x)− ∂ϕ

∂xi
(x̃)

]
dx

(∗)
= − lim

ε↓0

∫
xn>ε

∂2u

∂x2
i

[
ϕ(x)− ϕ(x̃)

]
dx (i < n),
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xn>ε

∂u

∂xn

[
∂ϕ

∂xn
(x) +

∂ϕ

∂xn
(x̃)

]
dx =−

∫
Rn−1

∂u

∂xn
(ξ, ε)

[
ϕ(ξ, ε)− ϕ(ξ,−ε)

]
dξ

−
∫
xn>ε

∂2u

∂x2
n

[
ϕ(x)− ϕ(x̃)

]
dx (i = n),

где ε > 0 и функция ∂u
∂xn

(·, ε) ∈ L1(Rn−1) понимается в смысле следов. Из
условия ∂u

∂xn
∈ L1(Rn+) получаем

lim
ε↓0

∫
Rn−1

∣∣∣∣ ∂u∂xn (ξ, ε)

∣∣∣∣ ε dξ = 0,

поэтому для некоторой последовательности εk ↓ 0∫
xn>0

∂u

∂xn

[
∂ϕ

∂xn
(x) +

∂ϕ

∂xn
(x̃)

]
dx = − lim

k→∞

∫
xn>εk

∂2u

∂x2
n

[
ϕ(x)− ϕ(x̃)

]
dx.

Отсюда, из (12), (∗) и равенства ∆u = f п.в. следует, что

〈∆U,ϕ〉 = 〈U,∆ϕ〉 = 〈F,ϕ〉.
Возьмём усредняющее ядро ϕ1 со свойством ϕ1(x) = ϕ1(x̃) > 0 и носителем

в шаре
{
|x| 6 1/7

}
. Для h > 0 пусть ϕh(x) = h−nϕ1(x/h). Функция

uh = U ∗ ϕh
∣∣
Rn+

принадлежит C∞0
(
Rn+
)
, причем γ0uh = 0 и ∆uh = F ∗ ϕh. Пусть h < a/2, где a

— степень двойки. Тогда на основании (8)

‖∇2uh‖I 6 c
∑
J∈D

Γ
(0,n+1)
IJ ‖F ∗ ϕh‖J

= c

 ∑
h6lJ6a/2

(. . . ) +
∑
lJ<h

(. . . ) +
∑
lJ>a

(. . . )

 .(13)

Пусть h 6 lJ 6 a/2 и y ∈ J�. Тогда для C6 = sup |ϕ1|

Y ≡ F ∗ ϕh(y)
(∗∗)
=

∫
xn>0

f(x)
[
ϕh(y − x)− ϕh(y − x̃)

]
dx

=

∫
xn>0

f(x)ϕh(y − x) dx,

|Y |p 6
(∫

xn>0

|f(x)|pw(x)ϕh(y − x) dx

)(∫
xn>0

w(x)−
1
p−1ϕh(y − x) dx

)p−1

6 Cp−1
6

∫
xn>0

|f(x)|pw(x)ϕh(y − x)

(
h−n

∫
|y−z|<h

7

w(z)−
1
p−1 dz

)p−1

dx

6 Cp6h
−np

∫
|x−y|<h

7

|f(x)|pw(x)Ih(x) dx,∫
J�

|F ∗ ϕh(y)|pw(y) dy 6 Cp6h
−np

∫
xn>0

|f(x)|pw(x)I ∗h,J(x) dx,

где

Ih(x) =

(∫
|x−z|< 2h

7

w(z)−
1
p−1 dz

)p−1

,
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I ∗h,J(x) = Ih(x)

∫
y∈J� : |x−y|<h

7

w(y) dy.

Если I ∗h,J(x) 6= 0, то |x− y| < h
7 6

lJ
7 для некоторого y ∈ J�, откуда xn > 6

7 lJ
и куб Q =

{
z ∈ Rn : |x − z|∞ < 2h

7

}
обладает свойством `(Q) 6 dist(Q, ∂Rn+).

По условию Макенхаупта I ∗h,J(x) 6 θ|Q|p = θ
(

4h
7

)np
, поэтому∫

J�

|F ∗ ϕh(y)|pw(y) dy 6 Cp6θ(4/7)np
∑

K : J�∩K� 6=∅

∫
K�

|f(x)|pw(x) dx.

Если J� ∩K� 6= ∅, то P∗J ∩K� 6= ∅, откуда с учетом (10)∫
K�

|f(x)|pw(x) dx = |K�|w‖f‖pK 6 C3|J�|w‖f‖pK ,

‖F ∗ ϕh‖J 6 C7(ϕ1, p, θ)
∑

K : J�∩K� 6=∅

‖f‖K ,

∑
J : h6lJ6a/2

Γ
(0,n+1)
IJ ‖F ∗ ϕh‖J 6 l−n−1

I

∑
J : h6lJ6a/2

ln+1
J ‖F ∗ ϕh‖J

6 C7C8(n)l−n−1
I

∑
lK6a

ln+1
K ‖f‖K .

Последнее выражение в силу (11a) можно сделать меньше произвольного ε > 0
выбором достаточно малого a.

Пусть lJ < h и y ∈ J�. Из равенства (∗∗) и неравенств∣∣ϕh(y − x)− ϕh(y − x̃)
∣∣ 6 C9(ϕ1)h−n−1xn

и 2lJ + h
7 <

15
7 h <

15
14a выводим, что

|F ∗ ϕh(y)| 6 C9h
−n−1

∫
xn>0, min{|x−y|,|x−ỹ|}<h

7

xn|f(x)| dx

6 C9h
−n−1

∫
xn>0, dist(x,J�)<h

7

xn|f(x)| dx,

∑
J : lJ<h

Γ
(0,n+1)
IJ ‖F ∗ ϕh‖J 6

C9

(hlI)n+1

∑
J : lJ<h

ln+1
J

∫
xn>0, dist(x,J�)<h

7

xn|f(x)| dx

6
C9

(hlI)n+1

∫
0<xn<

15
14a

xn|f(x)| dx
∑

J : lJ<h, dist(x′,J)<h
7

ln+1
J

6 C9C10(n)l−n−1
I

∫
0<xn<

15
14a

xn|f(x)| dx.

При достаточно малом a последнее выражение меньше ε в силу (11b).
Если lJ > a, то ‖F ∗ ϕh‖J = ‖f ∗ ϕh‖J ввиду h < a/2. Из (13) получаем

‖∇2uh‖I < c

2ε+
∑

J∈D : lJ>a

Γ
(0,n+1)
IJ ‖f ∗ ϕh‖J

 .
В силу ограниченности supp f суммирование здесь можно производить по не
зависящему от h конечному подмножеству в D. Переход к пределу при h → 0
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даёт неравенство

‖∇2u‖I 6 c

[
2ε+

∑
J∈D

Γ
(0,n+1)
IJ ‖f‖J

]
,

влекущее неравенство (8) для u /∈ C∞0
(
Rn+
)
. Заметим, что предельный переход

в Lpw(Ω) и W 2,p
w (Ω) с w ∈ Ap,loc(Rn+) и Ω b Rn+ законен по замечанию 3.4 из [44],

которое надо применить к весу wQ ∈ Ap, совпадающему с w на таком кубе Q,
что Ω b Q b Rn+ (см. построение веса wI выше). �

Определение 4. Отображение h : X1 → X2 одного подмножества евклидова
пространства в другое называется билипшицевым с постоянной не более κ,
где κ > 1, если

1

κ
|x− y| 6 |h(x)− h(y)| 6 κ|x− y|, x, y ∈ X1.

Мы будем часто использовать ограниченность почти всюду величиной κn

якобианов отображений h
∣∣
X◦1

и h−1
∣∣
h(X1)◦

и соответствующие результаты о за-
мене переменной в пространствах Lpw и W 1,p

w . Подробнее об этих вопросах см.
[10, 1.1.7] и [23, гл. 3]. Перенесем известный (см. [79, лемма 3.1.4/1]) результат
о сохранении класса Ap при билипшицевых отображениях на класс Ap(E,F )1.

Лемма 9. Пусть задано билипшицево отображение h : E◦∪F → Rn с посто-
янной не более κ, где множества E и F такие, как в определении 1. Пусть
w ∈ Ap(G,H)1, где 1 < p <∞, а множества G и H удовлетворяют условиям
h(E◦) ⊂ G◦ ⊂ Rn \H 6= Rn. Пусть существуют δ0 > 0 и δ1 > 0 такие, что
всякое непустое множество K0 ⊂ h(E◦) со свойством

0 < diam(K0) 6 δ0 dist
(
K0, h(F )

)
содержится в кубе K ⊂ G◦ с ребром

`(K) 6 min
{

diam(K0), δ1 dist(K,H)
}
.

Тогда вес w? = w ◦ h принадлежит Ap(E,F )1 и

Ap[w?] 6 c = c(n, p, δ0, δ1, κ, θ), θ > Ap[w].

Доказательство. Ясно, что w? � 0 на E◦. Для δ = δ0
κ2
√
n

рассмотрим произ-
вольный куб K? со свойствами

K? ⊂ E◦, `(K?) 6 δ dist(K?, F ).

Тогда K0 ≡ h(K?) ⊂ h(E◦) и

diam(K0) 6 κdiam(K?) = κ
√
n`(K?) 6 κ

√
nδ dist(K?, F ) 6 δ0 dist

(
K0, h(F )

)
.

Для соответствующего по условию куба K, K0 ⊂ K ⊂ G◦, имеем(∫
K?

w? dx

)(∫
K?

w
− 1
p−1

? dx

)p−1

6 κnp
(∫

K0

w dy

)(∫
K0

w−
1
p−1 dy

)p−1

6

κnp
(∫

K

w dy

)(∫
K

w−
1
p−1 dy

)p−1

6 κnpA(δ1)
p [w]|K|p 6 κnpc1(n, p, δ1, θ)|K|p

по лемме 2(iv). При этом `(K) 6 diam(K0) 6 κdiam(K?) = κ
√
n`(K?), откуда

w? ∈ Ap(E,F )δ, A(δ)
p [w?] 6 κ

2npnnp/2c1.



82 А.И. ПАРФЁНОВ

Применяя еще раз лемму 2(iv), получаем требуемое утверждение. �
Установим полный результат о дискретнойW 2,p

w -оценке в полупространстве.
Нам будет полезно наблюдение

(14) I�1 ∩ I�2 6= ∅ & J�1 ∩ J�2 6= ∅ ⇒ Γ
(α,β)
I1J1

6 C(α, β)Γ
(α,β)
I2J2

,

следующее из неравенств 1
2 6

lI1
lI2
6 2, 1

2 6
lJ1
lJ2
6 2 и 1

4 6
[I1,J1]
[I2,J2] 6 4.

Теорема 1. Пусть L0 =
∑n
i,j=1 aij

∂2

∂xi∂xj
— дифференциальный оператор с

постоянными вещественными коэффициентами такой, что для некоторого
λ > 1 выполнено условие

(15)
1

λ
|ζ|2 6

n∑
i,j=1

aijζiζj 6 λ|ζ|2, ζ ∈ Rn.

Тогда справедлива лемма 8, в которой лапласиан ∆ заменён на оператор L0,
а постоянная c > 0 зависит только от n, p, θ и λ.

Доказательство. Можно считать, что матрица A0 = (aij)
n
i,j=1 симметрична.

Найдём какую-нибудь ортогональную (то есть принадлежащую O(n)) матри-
цу S, приводящую A0 к диагональной форме D = SA0S

∗. Возьмём матрицу
T ∈ O(n), переводящую полупространство Rn+ в прообраз этого полупростран-
ства при отображении S∗D1/2. Тогда отображение B = S∗D1/2T сохраняет это
полупространство и обладает свойствами BB∗ = S∗DS = A0 и

1√
λ
|ζ| = 1√

λ
|Tζ| 6 |Bζ| = |D1/2Tζ| 6

√
λ|Tζ| =

√
λ|ζ|.

Следовательно, B — билипшицев гомеоморфизм из Rn+ на Rn+ с постоянной не
более

√
λ.

Пусть носитель функции u0 ∈ W 1,1(Rn+) ограничен, γ0u0 = 0 и L0u0 = f0

в смысле распределений, причем f0 ∈ Lpw0,loc(Rn+), где w0 ∈ Acomp
p (Rn+). При

xn > 0 положим

u(x) = u0(Bx), f(x) = f0(Bx), w(x) = w0(Bx).

Применим лемму 9 к E = G = Rn+, F = H = ∂Rn+, h = B, κ =
√
λ, w = w0,

δ0 = δ1 = 1 и w? = w. Получаем w ∈ Acomp
p (Rn+), причем Ap[w] 6 c1(n, p, θ, λ)

для любого θ > Ap[w0]. Остальные условия леммы 8 легко проверяются, откуда
|∇2u| ∈ Lpw,loc(Rn+) и выполнено неравенство (8) с постоянной c = c(n, p, θ, λ).

Ясно, что |∇2u0| ∈ Lpw0,loc(Rn+). Среднее ‖f0‖I , вычисляемое относительно
веса w0, временно обозначим через |f0|I . Из соотношений w ∈ Dcomp(Rn+) и
(14) получаем

|∇2u0|I0 = |I�0 |−1/p
w0

(∫
I�0

|∇2u0|pw0 dx

)1/p

6 c2(n, p, λ)|B−1I�0 |−1/p
w

(∫
B−1I�0

|∇2u|pw dx

)1/p

6 c2|B−1I�0 |−1/p
w

∑
I : I�∩B−1I�0 6=∅

|I�|1/pw ‖∇2u‖I
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6 c3(n, p, θ, λ)
∑

I : I�∩B−1I�0 6=∅

‖∇2u‖I

6 c3c
∑
J∈D
‖f‖J

∑
I : I�∩B−1I�0 6=∅

Γ
(0,n+1)
IJ

6 c4(n, p, θ, λ)
∑
J∈D

Γ
(0,n+1)

Î0J
‖f‖J ,

где Î0 — один из кубов в D со свойством
(
Î0
)� ∩B−1I�0 6= ∅. Аналогично,

‖f‖J = |J�|−1/p
w

(∫
J�

|f |pw dx
)1/p

6 c5(n, p, λ)|BJ�|−1/p
w0

(∫
BJ�

|f0|pw0 dx

)1/p

6 c6(n, p, θ, λ)
∑

J0 : J�
0 ∩BJ� 6=∅

|f0|J0 ,

∑
J∈D

Γ
(0,n+1)

Î0J
‖f‖J 6 c6

∑
J0∈D

|f0|J0
∑

J : J�∩B−1J�
0 6=∅

Γ
(0,n+1)

Î0J

6 c7(n, p, θ, λ)
∑
J0∈D

Γ
(0,n+1)

Î0Ĵ0
|f0|J0

6 c8(n, p, θ, λ)
∑
J0∈D

Γ
(0,n+1)
I0J0

|f0|J0 ,

а это значит, что неравенство (8) верно для функций u0 и f0 и веса w0. �

2. Оценивание ряда двоичных сумм

2.1. Основная теорема про числа Γ
(α,β)
IJ . Для ξ ∈ Rn−1 и I ∈ D обозначим

Ξ ≡ ξ − cI . Очевидно, что если ξ ∈ J ∈ D, то
(16)

max{lI , |Ξ|∞, lJ} 6 [I, J ] 6 max
{
lI ,

1

2
lI + |Ξ|∞ + lJ , lJ

}
6

5

2
max{lI , |Ξ|∞, lJ}.

Лемма 10. Пусть β > n− 1. Тогда выполнены следующие утверждения.
(i) Если σ > β, то для любых I ∈ D и b > lI∑

J∈D : [I,J]>b

lβJ
[I, J ]σ

6 c1(n, β, σ)bβ−σ.

(ii) Если σ < β, то для любых I ∈ D и b > lI∑
J∈D : [I,J]6b

lβJ
[I, J ]σ

6 c2(n, β, σ)bβ−σ.

Доказательство. (i) Для степени двойки a положим

Sa =
∑

J∈D : lJ=a& [I,J]>b

ln−1
J

[I, J ]σ
=

∑
J∈D : lJ=a& [I,J]>b

∫
J

dξ

[I, J ]σ
.



84 А.И. ПАРФЁНОВ

В силу (16) и условия σ > 0

Sa 6
∑

J∈D : lJ=a& [I,J]>b

∫
J

max{lI , |Ξ|∞, lJ}−σ dξ

6
∫

max{lI ,|Ξ|∞,a}>2b/5

max{lI , |Ξ|∞, a}−σ dξ.

Если a < 2
5b, то в силу условия σ > n− 1 имеем

Sa 6
∫

max{lI ,|Ξ|∞}>2b/5

max{lI , |Ξ|∞}−σ dξ 6

{
c3(n, σ)bn−1−σ, lI <

2
5b,

c4(n, σ)ln−1−σ
I , b > lI > 2

5b,

так что Sa 6 c(n, σ)bn−1−σ. Если же a > 2
5b, то

Sa 6
∫
Rn−1

max{lI , |Ξ|∞, a}−σ dξ = c′(n, σ) max{lI , a}n−1−σ 6 c′an−1−σ.

Поэтому ∑
J∈D : [I,J]>b

lβJ
[I, J ]σ

=
∑
a

aβ−(n−1)Sa

6 cbn−1−σ
∑
a< 2

5 b

aβ−(n−1) + c′
∑
a> 2

5 b

aβ−σ 6 c1b
β−σ.

(ii) Для степени двойки a положим

Sa =
∑

J∈D : lJ=a& [I,J]6b

ln−1
J

[I, J ]σ
.

Аналогично предыдущему,

Sa 6 max
{

1, (2/5)σ
}∫

max{lI ,|Ξ|∞,a}6b
max{lI , |Ξ|∞, a}−σ dξ,

откуда Sa = 0 при a > b. Если же a 6 b, то A ≡ max{lI , a} 6 b и

Sa 6 max
{

1, (2/5)σ
}∫
|Ξ|∞6b

max{A, |Ξ|∞}−σ dξ

= max
{

1, (2/5)σ
}
An−1−σ

∫
|η|∞6b/A

max{1, |η|∞}−σ dη

6 c′′(n, σ)An−1−σ


1, n− 1 < σ < β,

ln(be/A), σ = n− 1,

(b/A)n−1−σ, σ < n− 1

= c′′


An−1−σ, n− 1 < σ < β,

ln(be/A), σ = n− 1,

bn−1−σ, σ < n− 1.

В каждом из трёх случаев требуемое в утверждении (ii) неравенство легко
получается из разложения∑

J∈D : [I,J]6b

lβJ
[I, J ]σ

=
∑
a<lI

aβ−(n−1)Sa +
∑

lI6a6b

aβ−(n−1)Sa. �
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Теорема 2. Пусть α, β, λ, µ ∈ R. Тогда
(a) если α > 0 и β > n− 1, то существует такое c = c(n, α, β) > 0, что∑

J∈D
Γ

(α,β)
IJ 6 c, I ∈ D;

(b) если α+ µ > 0, β + λ > n− 1 и (α− λ)(β − µ) > 0, то∑
J∈D

Γ
(α,β)
IJ Γ

(λ,µ)
JK 6 c′Γ(min{α,λ},min{β,µ})

IK

для некоторого c′ = c′(n, α, β, λ, µ) > 0 и любых I,K ∈ D.

Доказательство. Утверждение (a) следует из леммы 10(i) с σ = α+β и b = lI .
Докажем утверждение (b). Разобьём семейство D на три подсемейства

E1 =
{
J ∈ D :

1

2
[I, J ] < [I,K] < 2[J,K]

}
,

E2 =
{
J ∈ D : [I,K] 6

1

2
[I, J ]

}
,

E3 =
{
J ∈ D : [J,K] 6

1

2
[I,K]

}
.

На основании неравенства треугольника [I, J ] 6 [I,K] + [J,K] имеем
1

2
[I, J ] 6 [J,K], J ∈ E2.

Из неравенств треугольника [I,K] 6 [I, J ] + [J,K] и [I, J ] 6 [I,K] + [J,K]
получаем

1

2
[I,K] 6 [I, J ] 6

3

2
[I,K], J ∈ E3.

В силу соотношения ∑
J∈D

Γ
(α,β)
IJ Γ

(λ,µ)
JK =

∑
J∈D

Γ
(µ,λ)
KJ Γ

(β,α)
JI

без умаления общности считаем, что α < λ и β < µ. В этом случае

Γ
(α,β)
IJ Γ

(λ,µ)
JK = lαI l

µ
K

lβ+λ
J

[I, J ]α+β [J,K]λ+µ
6


2λ+µlαI l

µ
K

[I,K]λ+µ
lβ+λJ

[I,J]α+β , J ∈ E1,

2λ+µlαI l
µ
K

lβ+λJ

[I,J]α+β+λ+µ , J ∈ E2,
2|α+β|lαI l

µ
K

[I,K]α+β

lβ+λJ

[J,K]λ+µ
, J ∈ E3,

где при J ∈ E1 ∪ E2 применено условие λ+ µ > α+ µ > 0.
Оценим суммы Si =

∑
J∈Ei Γ

(α,β)
IJ Γ

(λ,µ)
JK . По лемме 10(ii) с b = 2[I,K]

S1 6
2λ+µlαI l

µ
K

[I,K]λ+µ
c2(n, β+λ, α+β)

(
2[I,K]

)λ−α
= C1(n, α, β, λ, µ)Γ

(α,µ)
IK 6 C1Γ

(α,β)
IK .

Аналогично, по лемме 10(i) с b = 2[I,K]

S2 6 C2(n, α, β, λ, µ)Γ
(α,µ)
IK 6 C2Γ

(α,β)
IK .

По лемме 10(i) с K вместо I и b = lK

S3 6 C3(n, α, β, λ, µ)
lαI l

µ+β−µ
K

[I,K]α+β
= C3Γ

(α,β)
IK .

Отсюда
∑
J∈D Γ

(α,β)
IJ Γ

(λ,µ)
JK 6 (C1 + C2 + C3)Γ

(α,β)
IK . �
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Можно показать, что условия на параметры α, β, λ и µ в теореме 2 нельзя
ослабить. Изучим важный пограничный случай.

Лемма 11. Существует постоянная b0 = b0(n) > 0 такая, что∑
J∈D

Γ
(0,n)
IJ Γ

(1,n)
JK 6 b0

[
1 + log2

[I,K]

lK

]
Γ

(0,n)
IK , I,K ∈ D.

Доказательство. В доказательстве теоремы 2(b) положим α = 0, β = n, λ = 1
и µ = n. Оценки сумм S1 и S2 основаны на условиях

λ+ µ > 0, β + λ > n− 1, α < λ, α+ µ > 0, β 6 µ

и потому сохраняют силу. Из неравенства [I,K] 6 2[I, J ] (J ∈ E3) получаем

S3 =
∑
J∈E3

ln+1
J lnK

[I, J ]n[J,K]n+1
6

(
2lK

[I,K]

)n ∑
J∈E3

(
lJ

[J,K]

)n+1

.

Пусть E3 6= ∅, так что 2lK 6 [I,K] и, следовательно, 2klK 6 [I,K] < 2k+1lK и
E3 ⊂

⋃k
j=1 Fj для некоторого k ∈ N и Fj = {J ∈ D : 2j−1lK 6 [J,K] < 2j lK}. В

силу соотношений∑
J∈Fj

(
lJ

[J,K]

)n+1

6
(
2j−1lK

)−n−1 ∑
J∈D : [J,K]<2j lK

ln+1
J 6 C(n)

имеем
S3 6 2nΓ

(0,n)
IK Ck 6 2nΓ

(0,n)
IK C log2

[I,K]

lK
.

Это доказывает лемму с постоянной b0 = max{C1 + C2, 2
nC}. �

2.2. Дополнительные двоичные обозначения. Введём во множестве D
симметричное отношение

I � J ⇔ lI = lJ >
1

2
[I, J ]⇔

(
lI = lJ & I ∩ J 6= ∅

)
.

Образ �(I) = {J ∈ D : I � J} куба I при этом отношении обозначим через I�.
Через I(k) обозначим операцию k-кратного (k ∈ N0) штрихования куба I ∈ D,
так что I(0) = I и I(k) = (I(k−1))′ при k > 1. Положим также I(k)

� = (I(k))�,

LI =

∞⋃
k=0

I
(k)
� ,

OJ =
{
I ∈ D : J ∈ LI

}
=
{
I ∈ D : I ⊂ H для некоторого H ∈ J�

}
.

2.3. О взаимосвязи сумм SI для соседних кубов I. Пусть

(17) для J ∈ D даны числа cJ > 0 такие, что cJ 6M <∞.
Положим

ΦIJ =

(
lJ

lI + [I, J ]

)n
,

SI =
∑
J∈D

ΦIJcJ ,

TI =
∑
J∈D

Γ
(1,n)
IJ cJ .
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Из теоремы 2(a) следует, что для некоторого b1 = b1(n) > 0

(18a) TI 6 b1M.

Вместе с тем ряды SI могут расходиться.

Лемма 12. Существуют зависящие только от n постоянные b2, b3, b4 > 0
такие, что для любых кубов I ∈ D и H ∈ I� выполнены неравенства

SH − b2M 6 SI 6 SH + b2M,(18b)
SI′ + b3TI 6 SI 6 SI′ + b4TI .(18c)

Замечание. В дальнейшем нам понадобится также постоянная

(18d) b5(n) = (4b1b4)−1.

Доказательство. Пусть J ∈ D. Из неравенства [H,J ] 6 [I, J ] + lI следует, что(
lI + [I, J ]

)−n
6 [H,J ]−n =

(
lH + [H,J ]

)−n(
1− lH

lH + [H,J ]

)−n
6
(
lH + [H,J ]

)−n(
1 +

2n+1lH
lH + [H,J ]

)
,

ΦIJ 6 ΦHJ +
2n+1lH l

n
J(

lH + [H,J ]
)n+1 6 ΦHJ + 2n+1Γ

(1,n)
HJ .

После домножения последнего неравенства на cJ и суммирования по J ∈ D
оценка (18a) дает правое неравенство в (18b) с b2 = 2n+1b1. Левое же неравен-
ство получается из правого переменой ролей кубов I и H.

Из неравенств
[I, J ] 6 [I ′, J ] 6 [I, J ] + lI

выводим, что(
lI′ + [I ′, J ]

)−n
6
(
2lI + [I, J ]

)−n
=
(
lI + [I, J ]

)−n(
1 +

lI
lI + [I, J ]

)−n
6
(
lI + [I, J ]

)−n(
1−

10
9 lI

lI + [I, J ]

)
<
(
lI + [I, J ]

)−n − lI
(2[I, J ])n+1

,

(
lI′ + [I ′, J ]

)−n
>
(
3lI + [I, J ]

)−n
=
(
lI + [I, J ]

)−n(
1 +

2lI
lI + [I, J ]

)−n
>
(
lI + [I, J ]

)−n(
1− 2nlI

lI + [I, J ]

)
>
(
lI + [I, J ]

)−n − 2nlI
[I, J ]n+1

,

ΦI′J + 2−n−1Γ
(1,n)
IJ 6 ΦIJ 6 ΦI′J + 2nΓ

(1,n)
IJ .

Умножая на cJ и суммируя по J , получаем (18c) с b3 = 2−n−1 и b4 = 2n. �

Замечание. Следствием оценок (18a), (18b) и (18c) является то, что либо все
ряды SI сходятся, либо все они расходятся.
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2.4. Оценка суммы
∑
J∈D e

ϑSJΓ
(1,n)
IJ cJ . Дополним (17) до предположения:

(17′) даны ϑ > 0, M > 0 и cJ > 0 такие, что ϑM 6 b5 и cJ 6M при J ∈ D.
Здесь b5 — постоянная из (18d).

Лемма 13. Пусть 0 6 τ 6 1/2, a > 1 и справедливо (17′), причем ряды SI
сходятся. Тогда для любых I,K ∈ D∑

J∈D : J⊂K, [I,J]>[I,K]/a

eϑSJΓ
(1−τ,n−τ)
IJ 6 C(n)an+1eϑSKΓ

(1−τ,n−τ)
IK .

Доказательство. В силу (18c), (18a) и (17′)

ϑ(SJ − SJ′) 6 ϑb4TJ 6 ϑb4b1M 6 1/4.

Математическая индукция показывает, что

(19) eϑSJ 6 eϑSK
(
lJ
lK

)− 1
4 ln 2

при J ⊂ K. Если к тому же [I, J ] > [I,K]/a, то

Γ
(1−τ,n−τ)
IJ = l1−τI ln−τJ [I, J ]2τ−1−n 6 an+1

(
lJ
lK

)n−τ
Γ

(1−τ,n−τ)
IK(20)

6 an+1

(
lJ
lK

)n− 1
2

Γ
(1−τ,n−τ)
IK .

Лемма 13 следует из того, что n− 1
2 −

1
4 ln 2 > n− 1, а значит,∑

J : J⊂K

(
lJ
lK

)n− 1
2−

1
4 ln 2

= C(n) <∞. �

Лемма 14. Пусть верно (17′) и ряды SI сходятся. Тогда для любых I ∈ D и
K /∈ LI имеем∑
J∈D : J⊂K

eϑSJΓ
(1,n)
IJ cJ 6 e

ϑSK′

∑
J⊂K

Γ
(1,n)
IJ cJ +

2n+2b4ϑlI
[I,K]n+1

∑
J,H : J⊂H⊂K

TH l
n
JTJ

 .
Доказательство. Очевидно, что если [K, I] < 2lK , то lI 6 lK и I ∈ OK , то есть
K ∈ LI — в противоречие с предположением. Поэтому [I,K] > 2lK и

(21) [I, J ] > [I,K]− lK > [I,K]/2, J ⊂ K.
Неравенства (20) (с τ = 0 и a = 2) и cJ 6 TJ показывают, что

(22)

∑
J∈D : J⊂K

eϑSJΓ
(1,n)
IJ cJ = eϑSK′

∑
J⊂K

Γ
(1,n)
IJ cJ +

∑
J⊂K

[
eϑSJ − eϑSK′

]
Γ

(1,n)
IJ cJ

6 eϑSK′
∑
J⊂K

Γ
(1,n)
IJ cJ + 2n+1l−nK Γ

(1,n)
IK Σ1,

где
Σ1 =

∑
J : J⊂K

[
eϑSJ − eϑSK′

]
lnJTJ .

Заметим, что Σ1 <∞, так как в силу (18a) и (19)[
eϑSJ − eϑSK′

]
lnJTJ 6 b1MeϑSK lnK

(
lJ
lK

)n− 1
4 ln 2

.
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По неравенствам 1− e−t 6 t, (18c), (18a) и равенству∑
J : J⊂H

lnJ = 2lnH

получаем

Σ1 =
∑

J,H : J⊂H⊂K

[
eϑSH − eϑSH′

]
lnJTJ =

∑
J⊂H⊂K

eϑSH
[
1− eϑ(SH′−SH)

]
lnJTJ

6 ϑ
∑

J⊂H⊂K
eϑSH (SH − SH′)lnJTJ 6 b4ϑ

∑
J⊂H⊂K

eϑSHTH l
n
JTJ

6 b4ϑe
ϑSK′

∑
J⊂H⊂K

TH l
n
JTJ + 2b1b4ϑM︸ ︷︷ ︸

61/2

∑
H⊂K

[
eϑSH − eϑSK′

]
TH l

n
H︸ ︷︷ ︸

Σ1

.

Отсюда следует оценка

Σ1 6 2b4ϑe
ϑSK′

∑
J⊂H⊂K

TH l
n
JTJ ,

доказывающая совместно с (22) лемму 14. �

Лемма 15. Если выполнено (17), то для любого I ∈ D∑
J∈D

Γ
(1,n)
IJ T 2

J 6 C(n)MTI .

Доказательство. По теореме 2(a), неравенству Коши и теореме 2(b) имеем∑
K∈D

Γ
(1/2,n−1/2)
JK cK 6M

∑
K∈D

Γ
(1/2,n−1/2)
JK 6 a1(n)M,

T 2
J =

(∑
K∈D

Γ
(1/4,n/2−1/4)
JK c

1/2
K · Γ(3/4,n/2+1/4)

JK c
1/2
K

)2

6 a1M
∑
K∈D

Γ
(3/2,n+1/2)
JK cK ,∑

J∈D
Γ

(1,n)
IJ T 2

J 6 a1M
∑
K∈D

cK
∑
J∈D

Γ
(1,n)
IJ Γ

(3/2,n+1/2)
JK

6 a1a2(n)M
∑
K∈D

cKΓ
(1,n)
IK = C(n)MTI .

Лемма доказана. �

Теорема 3. Пусть верно (17′), причем ряды SI сходятся. Тогда∑
J∈D

eϑSJΓ
(1,n)
IJ cJ 6 C(n)eϑSITI , I ∈ D.

Доказательство. Занумеруем в виде K1, K2, . . . максимальные относительно
отношения включения⊂ элементы множестваD\L, где L ≡ LI . Таким образом,
Ki /∈ L, но K ′i ∈ L. Любой куб J ∈ D либо принадлежит L, либо содержится
ровно в одном из кубов Ki. Для H ∈ L из (18b), (18c) и (17′) следует, что

SH 6 SI(k) + b2M 6 SI + b2M, 2k = lH/lI ,

eϑSH 6 DeϑSI , D = eb2b5 .(23)

Отсюда и из леммы 14 с K = Ki получаем
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J∈D

eϑSJΓ
(1,n)
IJ cJ =

∑
J∈L

eϑSJΓ
(1,n)
IJ cJ +

∑
i

∑
J⊂Ki

eϑSJΓ
(1,n)
IJ cJ

6 DeϑSI

[∑
J∈L

Γ
(1,n)
IJ cJ +

∑
i

{ ∑
J⊂Ki

Γ
(1,n)
IJ cJ +

2n+2b4ϑlI
[I,Ki]n+1

∑
J⊂H⊂Ki

TH l
n
JTJ

}]

6 DeϑSI

TI + 2n+2b4ϑlI
∑

J,H : J⊂H/∈L

lnJTJTH
[I,H]n+1

 .
В последнем переходе использовано то, что любому кубу H /∈ L соответствует
единственный куб Ki ⊃ H, причем [I,Ki] > [I,H].

Обозначим сумму по J и H через Σ. По неравенству Коши

Σ 6
∑

J,H∈D : J⊂H

l
n/2+1/4
J l

−1/4
H

[I,H]n/2+1/2
TJ ·

l
n/2−1/4
J l

1/4
H

[I,H]n/2+1/2
TH

6

 ∑
J,H : J⊂H

l
n+1/2
J l

−1/2
H

[I,H]n+1
T 2
J

1/2 ∑
J,H : J⊂H

l
n−1/2
J l

1/2
H

[I,H]n+1
T 2
H

1/2

≡
√

Σ1Σ2.

Учитывая, что [I,H] > [I, J ] при J ⊂ H, получаем

Σ1 6
∑
J∈D

l
n+1/2
J T 2

J

[I, J ]n+1

∑
H : J⊂H

l
−1/2
H =

(
2 +
√

2
) ∑
J∈D

lnJT
2
J

[I, J ]n+1
=

2 +
√

2

lI

∑
J∈D

Γ
(1,n)
IJ T 2

J ,

Σ2 =
∑
H∈D

l
1/2
H T 2

H

[I,H]n+1

∑
J : J⊂H

l
n−1/2
J =

2 +
√

2

lI

∑
H∈D

Γ
(1,n)
IH T 2

H .

Теорема 3 следует теперь из леммы 15 и условия ϑM 6 b5. �

2.5. Кубы K(I, J) и K(I, J). Пусть имеет место предположение

(24) X = D или же X = OI для некоторого I ∈ D.

Для I, J ∈ X пишем I �X J , если либо I � J , либо X = OI и I � I� J . Пусть

I�X
=
{
J ∈ X : I �X J

}
,

LX
I =

⋃
J∈X : I⊂J

J�X
.

Для любых I, J ∈ X в ряду J , J ′, J ′′, . . . есть кубы из LX
I . Первый из них

обозначим через K(I, J). Из условия K(I, J) ∈ LX
I следует, что lK(I,J) > lI ,

поэтому существует единственный куб K(I, J) со свойствами

I ⊂ K(I, J) ∈ X, lK(I,J) = lK(I,J).

Ясно, что K(I, J)�X K(I, J), откуда, в частности, K(I, J) ∈ LX
J .

Лемма 16. Для любых I, J ∈ X и α, β ∈ R выполнены неравенства

lK(I,J) = lK(I,J) 6 2〈I, J〉, если I 6= K(I, J) и J 6= K(I, J),(25a)
lK(I,J) = lK(I,J) 6 2[I, J ],(25b)

[I, J ] 6 3lK(I,J),(25c)

Γ
(α,β)
IJ 6 max

{
2α+β , 3−α−β

}
lαI l

β
J l
−α−β
K(I,J),(25d)
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[I,K(I, J)] 6 3[I, J ].(25e)

Доказательство. Если выполнена предпосылка в (25a), то существуют такие
кубы I1, J1 ∈ X, что

2lI1 = lK(I,J) = lK(I,J) = 2lJ1 , I ⊂ I1 ( K(I, J), J ⊂ J1 ( K(I, J).

Если 〈I1, J1〉 < lI1 , то I1�J1, J1 ∈ LI и J1 ∈ LX
I в противоречие с определением

куба K(I, J), поэтому 〈I1, J1〉 > lI1 . Из вложений I ⊂ I1 и J ⊂ J1 получаем
〈I, J〉 > 〈I1, J1〉, что доказывает (25a).

Если I = K(I, J) или J = K(I, J), то оценка max{lI , lJ} 6 [I, J ] влечет (25b).
В противном случае (25b) следует из (25a) и неравенства 〈I, J〉 6 [I, J ].

Неравенства [I, J ] 6 [K(I, J),K(I, J)] 6 3lK(I,J) доказывают (25c).
Неравенство (25d) следует из (25b) и (25c).
Если I = K(I, J), то (25e) следует из соотношений

[I,K(I, J)] = [K(I, J),K(I, J)] 6 3lK(I,J) = 3lI 6 3[I, J ].

Если J = K(I, J) или I = K(I, J), то (25e) тривиально. Пусть I 6= K(I, J),
J 6= K(I, J) и I 6= K(I, J). Тогда кубы I и J не пересекаются, поскольку при
I ⊂ J или J ⊂ I имеем K(I, J) = J или K(I, J) = I соответственно. В силу
вложения J ⊂ K(I, J) и (25a)

[I,K(I, J)] 6 lI + 〈I,K(I, J)〉+ lK(I,J) 6 lI + 3〈I, J〉 < 3
[
lI + 〈I, J〉+ lJ

]
.

Правая часть равна 3[I, J ] ввиду I ∩ J = ∅, что доказывает (25e). �

2.6. Оценка суммы
∑
J∈X e

ϑSJΓ
(1,n)
IJ aIJ . Пусть имеет место предположение

(24′)
{
для J ∈ X заданы числа cJ , 0 6 cJ 6M <∞, где
X = D или же X = OI для некоторого I ∈ D.

Положим cJ = 0 при J ∈ D \ X. Тогда верно (17), что дает возможность опре-
делить числа SI и TI , для которых верны утверждения разделов 2.3 и 2.4.

Для I, J ∈ X положим

X(I, J) =

{{
H ∈ X : I ⊂ H ⊂ K(I, J)

}
∪
{
I,K(I, J)

}
, X = OI и K(I, J)� I,{

H ∈ X : I ⊂ H ⊂ K(I, J)
}
∪
{
K(I, J)

}
в противном случае,

Y (I, J) =
{
H ∈ X : J ⊂ H ( K(I, J)

}
,

aIJ =
∑

H∈X(I,J)∪Y (I,J)

cH .

Мощность множестваX(I, J)∪Y (I, J) не превосходит log2
lK(I,J)

lI
+3+log2

lK(I,J)

lJ
.

Поэтому для любого τ > 0 с учетом (24′) и (25b) выводим, что

aIJ 6

[
log2

lK(I,J)

lI
+ 3 + log2

lK(I,J)

lJ

]
M 6 C0(τ)

[(
lK(I,J)

lI

)τ
+

(
lK(I,J)

lJ

)τ]
M

6 2τC0

[(
[I, J ]

lI

)τ
+

(
[I, J ]

lJ

)τ]
M 6 2τ+1C0Γ

(−τ,−τ)
IJ M,

aIJ 6 C(τ)MΓ
(−τ,−τ)
IJ .(26)

Усилим теорему 3. Обобщим (17′) до предположения

(24′′) выполнено (24′) и дано ϑ > 0 такое, что ϑM 6 b5.
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Теорема 4. Пусть верно (24′′), причем ряды SI сходятся. Тогда∑
J∈X

eϑSJΓ
(1,n)
IJ aIJ 6 C(n)eϑSITI , I ∈ X.

Доказательство. Меняя порядок суммирования, получаем∑
J∈X

eϑSJΓ
(1,n)
IJ aIJ =

∑
H∈X

cH

 ∑
J∈X : H∈X(I,J)∪Y (I,J)

eϑSJΓ
(1,n)
IJ

 ≡ ∑
H∈X

cHΣH .

Пусть H /∈ LX
I и H ∈ X(I, J) ∪ Y (I, J). Из X(I, J) ⊂ LX

I имеем H ∈ Y (I, J),
так что J ⊂ H ( K(I, J). По определению куба K(I, J) получаем H /∈ LI .
Соотношение (21) с K = H и лемма 13 с τ = 0 и a = 2 дают оценку

ΣH 6
∑

J : J⊂H, [I,J]>[I,H]/2

eϑSJΓ
(1,n)
IJ 6 C1e

ϑSHΓ
(1,n)
IH ,

где через Ci будем обозначать постоянные, зависящие только от n.
Пусть H ∈ LX

I и H ∈ X(I, J) ∪ Y (I, J). Из Y (I, J) ∩ LX
I = ∅ следует, что

H ∈ X(I, J), откуда lH 6 lK(I,J). Поэтому

ΣH 6
∑

K∈LX
I : lK>lH

 ∑
J∈X : K(I,J)=K

eϑSJΓ
(1,n)
IJ

 ≡ ∑
K∈LX

I : lK>lH

ΣH,K .

Из вложения J ⊂ K(I, J), неравенства (25e) и леммы 13

ΣH,K 6
∑

J∈X : J⊂K, [I,J]>[I,K]/3

eϑSJΓ
(1,n)
IJ 6 C2e

ϑSKΓ
(1,n)
IK .

Аналогично (23) получаем eϑSK 6 C3e
ϑSH при K,H ∈ LX

I и lK > lH . Отсюда
ввиду сравнимости Γ

(1,n)
IK с lI

lK
при K ∈ LX

I заключаем, что

ΣH 6 C2C3e
ϑSH

∑
K∈LX

I : lK>lH

Γ
(1,n)
IK 6 C4e

ϑSHΓ
(1,n)
IH .

Теорема 3 позволяет завершить доказательство:∑
J∈X

eϑSJΓ
(1,n)
IJ aIJ 6 max{C1, C4}

∑
H∈X

cHe
ϑSHΓ

(1,n)
IH 6 C5e

ϑSITI . �

2.7. Оценка сумм
∑
J∈X Γ

(1,n)
IJ aIJFJ и

∑
J∈X Γ

(1,n)
IJ aIJWJ . Пусть для K ∈ D

заданы числа fK > 0. Для 0 < σ < 1 и J ∈ X положим

FJ =
∑
K∈D

Γ
(1−σ,n−σ)
JK fK ,

WJ =
∑

K∈X : J⊂K

eϑ(SJ−SK)FK .

Теорема 5. Пусть верно (24′′) и ряды SI сходятся. Тогда для любого I ∈ X∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ aIJFJ 6 C1MFI ,(27a) ∑

J∈X

Γ
(1,n)
IJ aIJWJ 6 C2

[
MFI + TIWI

]
,(27b)

где Ci — положительные постоянные, зависящие только от n и σ.
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Доказательство. Из (26) с τ = σ/2 и теоремы 2(b) выводим оценку (27a):∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ aIJFJ 6 C3M

∑
J∈X

Γ
(1−σ/2,n−σ/2)
IJ FJ

= C3M
∑
K∈D

fK
∑
J∈X

Γ
(1−σ/2,n−σ/2)
IJ Γ

(1−σ,n−σ)
JK

6 C3MC4

∑
K∈D

fKΓ
(1−σ,n−σ)
IK = C1MFI .

Поменяем еще раз порядок суммирования:∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ aIJWJ =

∑
K∈X

e−ϑSKFK
∑

J∈X : J⊂K

eϑSJΓ
(1,n)
IJ aIJ︸ ︷︷ ︸

ΣK

.

Заметим, что ΣK 6 C5e
ϑSITI по теореме 4. Если k > 0 и K �H ≡ I(k), то из

(18b) и (14) легко выводим, что e−ϑSKFK 6 C6e
−ϑSHFH , поэтому∑

K∈X∩LI

e−ϑSKFKΣK 6 3n−1C5C6e
ϑSITI

∑
H∈X : I⊂H

e−ϑSHFH = C7TIWI .

Если K ∈ X \ LI , то в силу (21), леммы 13 и вывода формулы (27a)

ΣK 6 C3M
∑

J : J⊂K, [I,J]>[I,K]/2

eϑSJΓ
(1−σ/2,n−σ/2)
IJ 6 C8MeϑSKΓ

(1−σ/2,n−σ/2)
IK ,

∑
K∈X\LI

e−ϑSKFKΣK 6 C8M
∑
K∈X

Γ
(1−σ/2,n−σ/2)
IK FK 6 C8MC4FI .

Отсюда следует оценка (27b) с постоянной C2 = max{C7, C8C4}. �

3. Дискретная W 2,p
w -оценка в образе параллелепипеда

3.1. Параметризация и замена переменной. Для I ∈ D положим

Q = 3I× [0, 2lI],

S = 3I× {0},
X = OI.

Ясно, что

(28) Q \ S =
⋃
I∈X

I�.

Определение 5. При I ∈ D и κ > 1 через Ξ(I, κ) обозначается множество
всех евклидово билипшицевых гомеоморфизмов g с областью определения Q,
постоянной билипшицевости не более κ и имеющих вид

g(x) =
(
x′, gn(x)

)
, x ∈ Q,

с возрастающей по xn функцией gn. Если gn ∈ Ck(Q \S) для целого k > 1 или
k =∞, то пишем g ∈ Ξk(I, κ).
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В разделе 1.5 были намечены базовые результаты о билипшицевой замене
переменных в пространствах Lpw и W 1,p

w . Чтобы обсудить поведение при за-
мене переменных вторых производных, введём сопутствующие определению 5
обозначения

Q? = g(Q),

S? = g(S),

g = g−1 : Q? → Q.

Ясно, что существует такая липшицева функция G : Q? → R, что
g(y) =

(
y′,G(y)

)
, y ∈ Q?,

причем G ∈ Ck(Q? \ S?) для g ∈ Ξk(I, κ). Из тождеств

xn = G
(
x′, gn(x′, xn)

)
,

yn = gn
(
y′,G(y′, yn)

)
легко выводится

Лемма 17. Для гомеоморфизма g ∈ Ξ2(I, κ) и I ∈ X пусть

ĉI = lI‖∇2gn‖L∞(I�),

cI = lI‖∇2G‖
L∞
(
g(I�)

).
Тогда имеют место неравенства

ĉI 6 c(κ)cI , cI 6 c(κ)ĉI .

Так же легко проверяется, для определённой во внутренности Q◦? компакта Q?
функции u? с лапласианом

f? = ∆u?,

следующая связь между функциями f = f?(g) и u = u?(g):

(29) f =

n−1∑
i=1

{
∂2u

∂x2
i

+ 2
∂G

∂yi
(g)

∂2u

∂xi∂xn

}
+ |∇yG(g)|2 ∂

2u

∂x2
n

+
(
∆yG(g)

) ∂u
∂xn

.

При u? ∈W 2,1
loc (Q? \ S?) формальные выкладки законны, если g ∈ Ξ2(I, κ).

3.2. Дополнительные сведения о весах Макенхаупта в Q. Вес v(x) = xγn
для любого γ ∈ R принадлежит к Ap(Q,S)1. При γ 6 −1 метод продолжения
из леммы 3 приводит к функции с неинтегрируемыми особенностями, поэтому
для получения весов из Acomp

p (Rn+) этот метод надо изменить.

Лемма 18. Для любого веса v ∈ Ap(Q,S)1 существует вес w ∈ Acomp
p (Rn+)

такой, что w
∣∣
Q◦

= v и Ap[w] 6 c(n, p, θ) при θ > Ap[v].

Доказательство. Можно считать, что lI = 1. Параллелепипед Q порождает
решетку в Rn. Используя её (n− 1)-мерные грани, параллельные оси xn, про-
должим v, как в лемме 3, до функции w � 0 в полосе 0 < xn < 2 с периодом 6
по переменным x1, . . . , xn−1. Положим функцию w равной нулю на плоскостях
xn = 2, 3, . . . и, отправляясь от её значений только в полосе 1 < xn < 2, от-
разим её четным образом относительно этих плоскостей. Получаем функцию
w � 0 на Rn+ с периодом 6 по x1, . . . , xn−1 в Rn+ и периодом 2 по xn в области
xn > 1.
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Возьмём произвольный куб Q ⊂ Rn+ с ребром `(Q) 6 dist(Q, ∂Rn+). Тогда
выполнено хотя бы одно из условий Q ⊂ {0 < xn 6 2} и Q ⊂ {xn > 1}. Случай
`(Q) 6 1 разбирается аналогично лемме 3. Пусть `(Q) > 1 и, следовательно,
Q ⊂ {xn > 1}. Из леммы 2(iii) легко выводится, что величины∣∣I × [1, 2]

∣∣
v
, I ∈ I�,

сравнимы между собой с постоянными, зависящими только от n, p и θ; этот
же факт справедлив по отношению к величинам

∣∣I × [1, 2]
∣∣
v′
, где v′ = v−

1
p−1 .

Неравенство (
1

|Q|

∫
Q

w dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w−
1
p−1 dx

)p−1

6 c(n, p, θ)

получается теперь (как в лемме 1.1 из [76]) через покрытие куба Q сдвигами
куба [0, 1]n на целочисленные вектора. �

Пусть w ∈ Ap(Q,S)1. В силу (28) для f ∈ Lpw,loc(Q \ S) можно говорить о
средних ‖f‖I при I ∈ X.

Лемма 19. Если функция u ∈W 2,p
w,loc(Q \ S) для некоторого 0 < t < 2lI равна

нулю в полоске 3I× [t, 2lI], то для любого I ∈ X выполнено неравенство

‖∇u‖I 6 ‖∇u‖I′ + clI

[
‖∇2u‖I + ‖∇2u‖I′

]
,

где величины ‖∇u‖I′ и ‖∇2u‖I′ при I � I считаются равными нулю, а c > 0
зависит только от n, p и верхней границы θ для Ap[w].

Доказательство. Пусть сначала I /∈ I�. Рассмотрим открытые кубы

Q0 = I◦ × (lI , 2lI), Q1 = I◦ × (3lI/2, 5lI/2), Q2 = (I ′)◦ × (2lI , 4lI)

и, для множеств E b Q \ S положительной меры, средние

‖f‖E =

(
1

|E|w

∫
E

|f |pw dx
)1/p

.

Для i = 0, 1, 2 в силу неравенства `(Qi) 6 dist(Qi, S) имеем w ∈ Ap(Qi) с
постоянными Макенхаупта Ap[w] 6 θ. Пусть C > 0 и многочлены πi степени
не выше первой найдены по лемме 4 с m = 2 и B = Qi. Тогда

‖∇u‖I = ‖∇u‖Q0
6 ‖∇(u− π0)‖Q0

+ ‖∇π0‖Q0
,

‖∇π0‖Q0
= ‖∇π0‖Q0∩Q1

6 ‖∇(u− π0)‖Q0∩Q1
+ ‖∇(u− π1)‖Q0∩Q1

+ ‖∇π1‖Q0∩Q1
,

‖∇π1‖Q0∩Q1 = ‖∇π1‖Q1∩Q2

6 ‖∇(u− π1)‖Q1∩Q2
+ ‖∇(u− π2)‖Q1∩Q2

+ ‖∇π2‖Q1∩Q2
,

‖∇π2‖Q1∩Q2
= ‖∇π2‖Q2

6 ‖∇(u− π2)‖Q2
+ ‖∇u‖Q2

= ‖∇(u− π2)‖Q2
+ ‖∇u‖I′ .

По лемме 2(iii) имеем w ∈ D(Q,S)1, поэтому для некоторого b = b(n, p, θ) > 0

|Q0|w 6 b|Q0 ∩Q1|w, |Q2|w 6 b|Q1 ∩Q2|w.

Отсюда, из леммы 4 и из вложения Q1 ⊂ Q0 ∪Q2

‖∇u‖I − ‖∇u‖I′ 6 (1 + b1/p)|Q0|−1/p
w ‖∇(u− π0)‖Lpw(Q0)
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+ b1/p
{
|Q0|−1/p

w + |Q2|−1/p
w

}
‖∇(u− π1)‖Lpw(Q1)

+ (b1/p + 1)|Q2|−1/p
w ‖∇(u− π2)‖Lpw(Q2)

6 c1(n, p, θ)lI
{
|Q0|−1/p

w + |Q2|−1/p
w

}{
‖∇2u‖Lpw(Q0) + ‖∇2u‖Lpw(Q2)

}
.

Используя сравнимость величин |Q0|w и |Q2|w, вытекающую из утверждения
w ∈ D(Q,S)1, получаем требуемое в лемме 19 неравенство.

Случай I � I разбирается аналогично, если w продолжить до веса

w ∈ Acomp
p (Rn+)

по лемме 18, а функцию u продолжить нулём на 3I× (2lI,∞). �

3.3. Дискретная W 2,p
w -оценка в Q?. В следующей теореме фигурирует γ∗0 —

оператор следа W 1,1(Q◦)→ L1
(
3I
)
такой, что для u ∈ C(Q)

γ∗0u(ξ) = u(ξ, 0), ξ ∈ 3I.

Он строится аналогично оператору γ0 : W 1,1(Rn+)→ L1(Rn−1), см. [2, 18.14].

Теорема 6. Для любых вещественных чисел

1 < p <∞, θ > 1, κ > 1, 0 < σ < 1

найдутся (зависящие еще и от n) положительные числа M , ϑ, µ0, µ1 и µ2,
для которых имеет место следующее утверждение.

Пусть даны
• I ∈ D
• w ∈ Ap(Q,S)1

• g ∈ Ξ2(I, κ)
• u ∈W 1,1(Q◦)
• f ∈ Lpw,loc(Q \ S)

такие, что выполнены соотношения

Ap[w] 6 θ,

cI ≡ lI‖∇2G‖
L∞
(
g(I�)

) 6M, I ∈ X,(30)

γ∗0u = 0,∫
Q

x−σn |∇u| dx+
∑
I∈X

ln+1−σ
I ‖f‖I <∞,(31)

∆u? = f? в D ′(Q◦?),

где u? ≡ u(g) и f? ≡ f(g). Тогда

A ≡ l2σ−n−2
I

∫
Q

x−σn |u| dx <∞,

при I ∈ X определены числа

SI =
∑
J∈X

(
lJ

lI + [I, J ]

)n
cJ ,

TI =
∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ cJ ,

FI = µ0l
1−σ
I A+

∑
J∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ lJ‖f‖J ,
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WI =
∑

J∈X : I⊂J

FJe
ϑ(SI−SJ ),

а функция u принадлежит W 2,p
w,loc(Q◦) и удовлетворяет при I ( I оценкам

‖∇u‖I 6 µ1WI ,(32a)

lI‖∇2u‖I 6 µ2

[
FI +M−1TIWI

]
.(32b)

Доказательство. Значения постоянных M , ϑ и µi будут определены в ходе
доказательства. Приступим к проверке остальных утверждений теоремы.

Сходимость интеграла A следует из плотности C∞(Q) вW 1,1(Q◦), формулы
Ньютона-Лейбница и условия 0 < σ < 1. Числа SI конечны ввиду оценки

SI 6 (2lI)
−nM

∑
J∈X

lnJ <∞.

Конечность TI известна из (18a). Конечность FI следует из (31) и оценки∑
J∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ lJ‖f‖J 6

∑
J∈X

Γ
(0,n−σ)
IJ lJ‖f‖J 6 lσ−nI

∑
J∈X

ln+1−σ
J ‖f‖J .

Числа WI задаются конечными суммами.
Из леммы 9 с E = Q?, F = S?, h = g, G = Q, H = S, δ0 = 1/2 и δ1 = 1

следует, что

(33) w? ≡ w(g) ∈ Ap(Q?, S?)1.

Для произвольной точки y ∈ Q◦? существует столь малый открытый куб B,
что y ∈ B и w? ∈ Ap(2B). Билипшицевость g показывает, что u? ∈ W 1,1(Q◦?) и
f? ∈ Lpw?,loc(Q? \ S?). Отсюда u? ∈W 2,p

w? (B) по лемме 5 и u ∈W 2,p
w

(
g(B)

)
ввиду

g ∈ Ξ2(I, κ). Множества g(B) исчерпывают Q◦, когда y пробегает Q◦?, поэтому

(34) u? ∈W 2,p
w?,loc(Q◦?) ⊂W

2,1
loc (Q◦?), u ∈W 2,p

w,loc(Q◦) ⊂W 2,1
loc (Q◦).

Будем через Ci обозначать положительные постоянные, зависящие только
от n, p, θ, κ и σ. Возьмём функцию ϕ ∈ C2(Q), равную 1 в ( 1

3 lI)-окрестности
I ∗ множества

I = I× [0, lI],

равную 0 в ( 1
3 lI)-окрестности множества ∂Q \ S и обладающую свойствами

(35) 0 6 ϕ 6 1, lI|∇ϕ|+ l2I|∇2ϕ| 6 C1.

Функция ϕ? ≡ ϕ(g) липшицева и ϕ? ∈ C2(Q? \ S?) ввиду условия g ∈ Ξ2(I, κ).
Соотношения (35), дифференцирование, неравенства lI 6 lI и (30) дают

(36) 0 6 ϕ? 6 1, lI‖∇ϕ?‖
L∞
(
g(I�)

) + lIlI‖∇2ϕ?‖
L∞
(
g(I�)

) 6 C2 (I ∈ X),

если выполнено предположение

(37) M 6 1.

Положим

û? = ϕ?u?, û = û?(g),

f̂? = ∆û?, f̂ = f̂?(g).

Отметим, что в силу (34)

û? ∈W 2,p
w?,loc(Q? \ S?) ⊂W 2,1

loc (Q? \ S?), û ∈W 2,p
w,loc(Q \ S) ⊂W 2,1

loc (Q \ S).
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Из условий u ∈W 1,1(Q◦) и γ∗0u = 0 следует, что

û = ϕu ∈W 1,1(Q◦), γ∗0 û = 0.

Продолжая û нулём на Rn+ \Q◦, получаем функцию

û ∈W 1,1(Rn+), γ0û = 0.

Установим соотношение

(38)
∑
I∈X

ln+1−σ
I ‖∇2û‖I <∞.

Формула û = û?(g), лемма 17, (30) и (37) показывают, что п.в. в I�

|∇2û| 6 C3

[
|∇2û?|+ l−1

I |∇û?|
]
(g).

Отсюда и из соотношений û? = ϕ?u? и (36) получаем

(39) |∇2û| 6 C4

[
|∇2u?|+ l−1

I |∇u?|+ l−1
I l−1

I |u?|
]
(g).

Существует настолько малое c = c(n, κ) > 0, что для любой точки

y0 ∈ I? ≡ g(I�) ∩ suppϕ?

открытый куб B с центром y0 и ребром clI обладает свойствами

2B ⊂ Q?, `(2B) 6 dist(2B,S?),

2B ⊂
⋃

J∈X : I�∩J� 6=∅

g(J�).

Первая строка и свойство (33) позволяют применить лемму 6, откуда(∫
B

[
|∇2u?|p + l−pI |∇u?|

p
]
w? dy

)1/p

6 C5

[
‖f?‖Lpw? (2B) +

|B|1/pw?

ln+1
I

‖∇u?‖L1(2B)

]
.

Покрывая множество I? равномерно ограниченным числом кубов B и исполь-
зуя билипшицевость g и свойство w? ∈ D(Q?, S?)1, приходим к оценке(

1

|I�|w

∫
I?

[
|∇2u?|p + l−pI |∇u?|

p
]
w? dy

)1/p

6 C6%I ,

где
%I =

∑
J∈X : I�∩J� 6=∅

[
‖f‖J + l−n−1

I ‖∇u‖L1(J�)

]
.

Аналогичные оценки для пары |∇u?|, |u?| получаются из леммы 5 и имеют вид(∫
B

[
lpI |∇u?|

p + |u?|p
]
w? dy

)1/p

6 C ′5

[
l2I‖f?‖Lpw? (2B) +

|B|1/pw?

lnI
‖u?‖L1(2B)

]
,

(
1

|I�|w

∫
I?

[
|∇u?|p + l−pI |u?|

p
]
w? dy

)1/p

6 C ′6%
′
I ,

где
%′I =

∑
J∈X : I�∩J� 6=∅

[
lI‖f‖J + l−n−1

I ‖u‖L1(J�)

]
.

Отсюда и из соотношений (39), supp û ⊂ suppϕ и w? = w(g) выводим

‖∇2û‖I 6 C7

[
%I + l−1

I %′I

]
,
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I∈X

ln+1−σ
I ‖∇2û‖I 6 C8

∑
J∈X

[
ln+1−σ
J ‖f‖J + l−σJ ‖∇u‖L1(J�) + l−1

I l−σJ ‖u‖L1(J�)

]
.

Ввиду (31) и свойства A <∞ это доказывает (38).
Оценим

∥∥f̂∥∥
I
. Из формул f̂? = ∆(ϕ?u?), ∆u? = f? и f̂ = f̂?(g), оценок (36) и

билипшицевости g имеем

f̂? = ϕ?∆u? + 2

n∑
i=1

∂ϕ?
∂yi

∂u?
∂yi

+ (∆ϕ?)u?,

f̂ = ϕf + 2

n∑
i=1

(
∂ϕ?
∂yi

∂u?
∂yi

)
(g) + (∆ϕ?)(g)u,

∥∥f̂∥∥
I
6 ‖f‖I + C9

(
1

|I�|w

∫
I?

[
l−pI |∇u?|

p + l−pI l−pI |u?|
p
]
w? dy

)1/p

6 ‖f‖I + C ′6C9l
−1
I %′I ,

(40)

причем
∥∥f̂∥∥

I
= ‖f‖I , если I� ⊂ I ∗.

Для I ∈ X положим

F̂I =
∑
J∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ lJ

∥∥f̂∥∥
J
,

ŴI =
∑

J∈X : I⊂J

F̂Je
ϑ(SI−SJ ).

Конечность этих чисел следует из (40), (31) и использованной при выводе (38)
сходимости ряда

∑
ln+1−σ
J %′J . В силу (40)

F̂I 6
∑
J∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ lJ‖f‖J+

C ′6C9l
−1
I

[∑
J∈X

‖f‖J
∑
J1

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ1

l2J1 +
∑
J∈X

‖u‖L1(J�)

∑
J1

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ1

l−nJ1

]
6 C10

∑
J∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ lJ‖f‖J + C ′6C9l

−1
I

∑
J∈X

‖u‖L1(J�)

∑
J1

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ1

l−nJ1 ,

где J1-суммы берутся по всем J1 ∈ X со свойствами J� ∩ J�1 6= ∅ и J�1 6⊂ I ∗,
а C10 > 1. В переходе к третьей строке применены неравенства lJ1 6 lI и (14).
При I ⊂ I условие J�1 6⊂ I ∗ тривиально влечет [I, J1] > 1

3
√
n−1

lI, откуда∑
J1

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ1

l−nJ1 6 C11l
1−σ
I l2σ−n−1

I l−σJ ,

F̂I 6 C10

∑
J∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ lJ‖f‖J + C12l

1−σ
I l2σ−n−2

I

∑
J∈X

l−σJ ‖u‖L1(J�).

Взяв µ0 = 2σC−1
10 C12, получаем F̂I 6 C10FI и ŴI 6 C10WI при I ⊂ I.

Из формул ∆û? = f̂?, û = û?(g), f̂ = f̂?(g) и формулы (29) получаем

(41) f̂ = Lû+
(
∆yG(g)

) ∂û
∂xn

,
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где

Lû =

n−1∑
i=1

{
∂2û

∂x2
i

+ 2
∂G

∂yi
(g)

∂2û

∂xi∂xn

}
+ |∇yG(g)|2 ∂

2û

∂x2
n

.

Для I ∈ X через LI обозначим оператор с постоянными коэффициентами

LI û =

n−1∑
i=1

{
∂2û

∂x2
i

+ 2
∂G

∂yi
(yI)

∂2û

∂xi∂xn

}
+ |∇yG(yI)|2

∂2û

∂x2
n

,

где yI — некоторая точка в g(I�). Элементы множества X(I, J) ∪ Y (I, J) из
раздела 2.6 можно расположить в цепочку {Ik}, соединяющую кубы I и J и об-
ладающую свойством I�k ∩I�k+1 6= ∅, а значит, и свойством g(I�k )∩g(I�k+1) 6= ∅.
Колебание производной ∂G

∂yi
на множестве g(I�k ) не превосходит C13cIk , поэтому

(42) ‖Lû− LI û‖J 6 C14aIJ‖∇2û‖J .
Кроме того, из неравенства ∂G/∂yn > 1/κ и тождества

n−1∑
i=1

{
ζ2
i + 2

∂G

∂yi
(yI)ζiζn

}
+ |∇yG(yI)|2ζ2

n

=

n−1∑
i=1

{
ζi +

∂G

∂yi
(yI)ζn

}2

+

(
∂G

∂yn
(yI)

)2

ζ2
n, ζ ∈ Rn,

следует, что для оператора LI выполнено условие (15) с λ = λ(n, κ). Продол-
жим вес w на Rn+ с помощью леммы 18. По теореме 1

‖∇2û‖I 6 C15

∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ ‖LI û‖J .

Считая, что ‖∇2û‖I′ = 0 в исключительном случае I � I, и еще раз применяя
теорему 1, с учетом (14) получаем

‖∇2û‖I′ 6 C15

∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
I′J ‖LI û‖J 6 C ′15

∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ ‖LI û‖J .

Соотношения (42), (41) и определение чисел cI показывают, что

(43) ‖∇2û‖I + ‖∇2û‖I′ 6 (C15 + C ′15)
∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ ‖LI û‖J

6 (C15 + C ′15)
∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ

[
C14aIJ‖∇2û‖J +

√
ncJ l

−1
J ‖∇û‖J +

∥∥f̂∥∥
J

]
.

Пусть αI и βI — наименьшие неотрицательные числа со свойствами

‖∇û‖I 6 m1ŴI + αI ,(44a)

lI

[
‖∇2û‖I + ‖∇2û‖I′

]
6 m2

[
F̂I +M−1TIŴI

]
+ βI ,(44b)

где I ∈ X, m1 = µ1/C10 и m2 = µ2/C10. Предположим, что

(37′) ϑM 6 b5.

Тогда по (44b), теореме 5 и неравенствам (18a) и (26)∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ aIJ‖∇2û‖J = l−1

I

∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ aIJ lJ‖∇2û‖J
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6 m2l
−1
I

∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ aIJ

[
F̂J +M−1TJŴJ

]
+ l−1

I

∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ aIJβJ

6 C16m2l
−1
I

[
MF̂I + TIŴI

]
+ C17Ml−1

I

∑
J∈X

Γ
(1−σ/2,n−σ/2)
IJ βJ︸ ︷︷ ︸

Σβ(I)

.

По неравенствам (44a) и cJ 6 min{aIJ ,M} и теореме 5∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ cJ l

−1
J ‖∇û‖J 6 l

−1
I

∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ

(
aIJm1ŴJ +MαJ

)
6 C18m1l

−1
I

[
MF̂I + TIŴI

]
+ l−1

I M
∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ αJ︸ ︷︷ ︸

Σα(I)

.

По неравенству Γ
(1,n)
IJ 6 Γ

(1−σ,n−σ)
IJ∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ

∥∥f̂∥∥
J
6 l−1

I F̂I .

Подставляя последние три неравенства в (43), получаем

lI

[
‖∇2û‖I + ‖∇2û‖I′

]
6 C19

[
M(m1 +m2)

{
F̂I +M−1TIŴI

}
+M

{
Σα(I) + Σβ(I)

}
+ F̂I

]
.

Предположим, что

(37′′) C19

[
M(m1 +m2) + 1

]
6 m2.

Тогда из определения (44b) следует, что

(45) βI 6 C19M
{

Σα(I) + Σβ(I)
}
.

Получим двойственную оценку на αI . В силу леммы 19 и оценок (44)

(46)

‖∇û‖I 6 ‖∇û‖I′ + C20

[
m2

{
F̂I +M−1TIŴI

}
+ βI

]
6 m1ŴI′ + αI′ + C20

[
m2

{
F̂I +M−1TIŴI

}
+ βI

]
6 m1ŴI′ + αI′ +

m1

2
F̂I +

m1

2
b3ϑTIŴI + C20βI ,

если

(37′′′) C20m2 6
m1

2
min{1, b3ϑM};

в особом случае I � I считаем ŴI′ = αI′ = 0. По определению чисел ŴI

ŴI = F̂I + eϑ(SI−SI′ )ŴI′ ,

где значение SI′ при I � I роли не играет. Неравенства et > 1 + t и (18c) дают
оценку

ŴI > F̂I + (1 + b3ϑTI)ŴI′ .

Пусть для постоянной b1 из (18a) выполнено условие

(37′′′′) ϑM 6 (b1b3)−1.
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Тогда t ≡ b3ϑTI ∈ [0, 1], откуда (1− t/2)(1 + t) > 1 и, значит,(
1− 1

2
b3ϑTI

)
ŴI > (1− t/2)F̂I + ŴI′ >

1

2
F̂I + ŴI′ ,

‖∇û‖I 6 m1ŴI + αI′ + C20βI (в силу (46)).

По определению (44a) получаем

(47) αI 6 αI′ + C20βI .

Воспользуемся оценками (45) и (47). Имеем

αJ 6 C20

∑
K∈X : J⊂K

βK ,

Σα(I) 6 C20

∑
J,K : J⊂K

Γ
(1,n)
IJ βK ,

A ≡
∑
I∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
II βI 6 C19M

∑
I∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
II

{
Σα(I) + Σβ(I)

}
6 C19M

C20

∑
I,J,K : J⊂K

Γ
(1−σ,n−σ)
II Γ

(1,n)
IJ βK +

∑
I,J

Γ
(1−σ,n−σ)
II Γ

(1−σ/2,n−σ/2)
IJ βJ

 .
По теореме 2(b)∑

I∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
II Γ

(1,n)
IJ 6

∑
I∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
II Γ

(1−σ/2,n−σ/2)
IJ 6 C21Γ

(1−σ,n−σ)
IJ .

Из соотношений

(48) Γ
(1−σ,n−σ)
IJ ≈

(
lJ
lI

)n−σ
и σ < 1 следует, что

∑
J∈X : J⊂K Γ

(1−σ,n−σ)
IJ 6 C22Γ

(1−σ,n−σ)
IK . Поэтому

A 6 C19M

C20C21

∑
J,K : J⊂K

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ βK + C21

∑
J∈X

Γ
(1−σ,n−σ)
IJ βJ


6 C19C21M

[
C20C22 + 1

]
A.

Заметим, что A <∞ ввиду (48), неравенства

βI 6 lI
[
‖∇2û‖I + ‖∇2û‖I′

]
(следующего из определения (44b)) и соотношения (38). Пусть

(37′′′′′) C19C21M
[
C20C22 + 1

]
< 1.

Тогда A = 0, все числа βI равны нулю, а в силу (47) — и все числа αI . Поэтому
оценки (32) следуют из оценок (44) и того, что при I ( I

‖∇u‖I = ‖∇û‖I , ‖∇2u‖I = ‖∇2û‖I , F̂I 6 C10FI , ŴI 6 C10WI .

Осталось проверить существование постоянныхM , ϑ,m1 иm2 с требуемыми
свойствами. Будем искать их в виде

ϑ = t/M, m2 = C23m1,
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где t = min
{
b5, (b1b3)−1

}
и C23 = min{1, b3t}/(2C20). Условия (37′), (37′′′) и

(37′′′′) выполнены автоматически. Условие (37′′) принимает вид

C19 6
[
C23 − C19(1 + C23)M

]
m1.

Мы берём такое положительное M 6 C23

2C19(1+C23) , что выполнены условия (37)
и (37′′′′′), после чего можно взять m1 = 2C19

C23
, удовлетворяя условию (37′′). �

Замечание 1. Из последнего абзаца видно, что теорема 6 сохраняет силу, если
её первое предложение заменить на такое: “Для любых вещественных чисел

1 < p <∞, θ > 1, κ > 1, 0 < σ < 1, t0 > 0

существуют (зависящие еще и от n) положительные числа M , ϑ 6 t0/M , µ0,
µ1 и µ2, для которых имеет место следующее утверждение.”

Замечание 2. Про оценки (32) можно утверждать, что
a) при w ≡ 1 и большом p из них можно извлечь поточечную информацию

о поведении u и ∇u;
b) их можно перенести на пространства Гёльдера;
c) они идейно сходны с асимптотическими формулами из [63, 64].

Раскрытие этих тезисов в настоящей статье, не связанной с поточечными оцен-
ками, было бы неуместным.

4. Классы областей и весов

4.1. Ограниченные липшицевы области с “достаточно плоской” гра-
ницей. Мы собираемся применить теорему 6 к получению априорной оценки
в области Ω ⊂ Rn. Для этого мы построим такие наборы гомеоморфизмов
gi ∈ Ξ2(Ii, κ) и движений hi, что множества h−1

i

(
gi(Qi)

)
содержатся в Ω и об-

разуют покрытие некоторой окрестности границы ∂Ω, а множества h−1
i

(
gi(Si)

)
образуют покрытие самой ∂Ω. (Движением в Rn называется преобразование
вида x 7→ b+Cx, где b ∈ Rn и C ∈ O(n).) Чтобы это было возможно, от ∂Ω на-
до потребовать липшицевости, т.к. gi билипшицевы. Как будет видно дальше,
условие (30) теоремы 6 можно обеспечить выбором gi, только если ∂Ω задаётся
функциями со свойством (49b) Зигмунда для достаточно малой постоянной δ.

Пусть A > 0 и δ > 0. Объединим условия Липшица и Зигмунда в едином
термине.

Определение 6. Функция f , определённая на выпуклом подмножестве U
евклидова пространства, принадлежит множеству LZ(A, δ)(U), если

|f(ξ)− f(η)| 6 A|ξ − η|,(49a) ∣∣∣∣f(ξ)− 2f

(
ξ + η

2

)
+ f(η)

∣∣∣∣ 6 δ|ξ − η|(49b)

для любых ξ, η ∈ U .

Пусть Ω — ограниченная область в Rn.

Определение 7. Назовём (A, δ)-картой в точке z ∈ ∂Ω любую состоящую
из числа r > 0 и движения h пару (r, h), если для y = h(z) и шаров

U =
{
ξ ∈ Rn−1 : |ξ − y′| < r

}
,

V =
{
x ∈ Rn : |x− y| < r

}
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существует вещественная функция ω ∈ LZ(A, δ)(U), для которой

V ∩ h(Ω) =
{
x ∈ V : xn > ω(x′)

}
.

Говорим, что Ω ∈ LZ(A, δ), если в любой точке z ∈ ∂Ω существует какая-
нибудь (A, δ)-карта. Введём множества ограниченных областей

Lz(A) =
⋂
δ>0

LZ(A, δ),

Lz =
⋃
A>0

Lz(A),

C0,1
A = LZ(A,A),

C0,1 =
⋃
A>0

C0,1
A .

Замечание. Ясно, что yn = ω(y′). При δ > A условие (49b) следует из (49a), по-
этому C0,1 суть класс ограниченных (сильно) липшицевых областей. Функцию
ω будем называть соответствующей карте (r, h), хотя она и не обязательно
единственна.

Условие Зигмунда хорошо известно (см., например, п. 2.7.1 в [21]) в теории
функциональных пространств. Функции Зигмунда и задаваемые ими области
послужили в работах [61] (с. 90, 92, 94 и 141) и [59] (с. 2635 и 2727) сред-
ством изучения функций близкого класса BMO1 и соответствующих областей.
(О двух различных определениях класса BMOα см. [82].) В работах [61] и [59]
показано, что области Зигмунда принадлежат классу NTA нетангенциально
достижимых областей и являются, при малом δ, областями Райфенберга с ма-
лой постоянной. Области Райфенберга с малой постоянной характеризуются
“достаточно плоской” границей, которая может и не допускать локальной па-
раметризации в виде графика; так, граница может быть снежинкой Коха или
объединением двух спиралей. Литературу по областям Райфенберга можно
найти в работах [30] и [59, § 4.1]. Применяются различные определения; дадим
определение из [30].

Определение 8. Для δ > 0 и R > 0 ограниченная область Ω называется
(δ,R)-областью Райфенберга, если для любых z ∈ ∂Ω и 0 < r 6 R существует
(n− 1)-мерная плоскость L = L(z, r) такая, что

D
[
∂Ω ∩B(z, r), L ∩B(z, r)

]
6 δr,

где B(z, r) =
{
x ∈ Rn : |x− z| < r

}
, а

D[E,F ] = sup
{

dist(x, F ) : x ∈ E
}

+ sup
{

dist(E, x) : x ∈ F
}

— хаусдорфово расстояние между подмножествами E и F в Rn.

В определение области Райфенберга иногда также включают (см. [59], с. 2688)
аксиому разделения, которая, грубо говоря, гласит, что область Ω лежит по
одну сторону от гиперплоскости L.

Чтобы связать определения 7 и 8 друг с другом и с дальнейшим изложением,
введём величины b

(τ)
I , которые будут главным средством описания гладкости

функций и областей. Пусть

(50) I ∈ D и f : 3I→ R — непрерывная функция.
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Для 0 < τ 6∞ и I ∈ X = OI положим

b
(τ)
I = l−1

I inf
γ

(
1∣∣3I ∩ 3I

∣∣
∫

3I∩3I

|f − γ|τ dξ

)1/τ

,

где infγ берётся по всем многочленам γ(ξ) = a0 + a1ξ1 + · · · + an−1ξn−1 степе-
ни не выше первой, а случай τ = ∞ понимается обычным образом. Докажем
известный факт совпадения пространства Зигмунда в кубе с некоторым про-
странством Морри-Кампанато.

Предложение 1. Если для всех ξ, η ∈ 3I верно (49b), то δ(τ)
1 6 c(n)δ, где

δ
(τ)
1 ≡ supI∈X b

(τ)
I . Обратно, если δ(τ)

1 <∞, то для всех ξ, η ∈ 3I имеет место
неравенство (49b) с постоянной δ = c′(n, τ)δ

(τ)
1 .

Доказательство. Неравенство b(∞)
I 6 c(n)δ вытекает из теоремы 1 в [3]. По

неравенству Гёльдера b(τ)
I 6 b(∞)

I , откуда δ(τ)
1 6 c(n)δ.

Неравенство b(∞)
I 6 c′0(n, τ)δ

(τ)
1 получается небольшим изменением доказа-

тельства теоремы 4.1 в [62]; см. также § 5.2 там же. Взяв для точек ξ, η ∈ 3I
такой куб I ∈ X, что ξ, η ∈ 3I и размер I минимален (при ξ 6= η), оценим левую
часть неравенства (49b) числом c′1(n)|ξ− η|b(∞)

I , что даёт (49b) с δ = c′δ
(τ)
1 для

постоянной c′ = c′0c
′
1. �

Замечание. В [62, 87, 90] можно найти аналогичные утверждения для разных
классов подмножеств в Rn.

В любой шар можно вписать куб и наоборот; для любых (A, δ)-карты (r, h)
и 0 < r1 < r пара (r1, h) тоже является (A, δ)-картой. Отсюда, из предложе-
ния 1 с τ =∞ и из компактности ∂Ω легко выводится (см. также [59], с. 2727)
следующая

Лемма 20. Существует постоянная c = c(n) такая, что любая область
Ω ∈ LZ(A, δ) является (cδ,R)-областью Райфенберга для некоторого R > 0.

Лемма 20 позволяет применить работу [30] к получению следующей теоремы
единственности гармонических функций. Для ограниченных областей класса
C∞ такая теорема единственности следует, например, из теоремы 6.1 в [52], а
для областей Ω ∈ C0,1

A с достаточно малым A = A(n, q) > 0 — из леммы 15.2.1
монографии [72].

Теорема 7. Для любого 1 < q <∞ существует такое δ = δ(n, q) > 0, что для
любой области Ω ∈ LZ(A, δ) любая гармоническая функция, принадлежащая
замыканию W̊ 1,q(Ω) множества C∞0 (Ω) в пространстве W 1,q(Ω), равна нулю
тождественно.

Доказательство. В обозначениях теоремы 1.5 из [30] положим δ0 = δ(1, q, n, 1).
Пусть δ = δ0/c для постоянной c из леммы 20. Тогда любая область Ω ∈ LZ(A, δ)
является (δ0, R)-областью Райфенберга для некоторого R. Применяя растяже-
ние области, можно без умаления общности считать, что R = 1. Теорема 1.5 из
[30] с правой частью f ≡ 0 даёт требуемый результат. �

4.2. Распрямляющие гомеоморфизмы. Рассмотрим (A,A)-карту (r, h) в
точке z границы ∂Ω ограниченной области Ω. Пусть y, U , V и ω соответствуют
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паре (r, h) по определению 7. Тогда при x ∈ Rn и |x− y| < r/2

(51) D ≡ dist
(
x, h(∂Ω)

)
6 E ≡ |xn − ω(x′)| 6

√
1 +A2D.

Ввиду |x′ − y′| < r/2 значение ω(x′) определено. Из включения y ∈ h(∂Ω)
следует, что D 6 |x− y| < r/2, поэтому D < E при E > r/2. Если же E < r/2,
то для x∗ =

(
x′, ω(x′)

)
по неравенству треугольника

|x∗ − y| 6 E + |x− y| < r,

откуда x∗ ∈ V , x∗ ∈ h(∂Ω) и D 6 |x − x∗| = E. Для проверки второго из
неравенств (51) возьмём x∗ ∈ h(∂Ω) такое, что |x − x∗| = D. Из уже извест-
ного соотношения D < r/2 следует, что x∗ ∈ V , поэтому x∗ =

(
ξ, ω(ξ)

)
для

некоторого ξ ∈ U , откуда получаем

E 6 |xn − ω(ξ)|+ |ω(ξ)− ω(x′)| 6
√
D2 − |x′ − ξ|2 +A|x′ − ξ| 6

√
1 +A2D.

Определение 9. Для κ > 1, A > 0 и δ > 0 назовём (κ,A, δ)-картой в точке
z ∈ ∂Ω любой такой набор (I, g, r, h) из куба I ∈ D, гомеоморфизма g ∈ Ξ2(I, κ)
и (A, δ)-карты (r, h) в точке z, что выполнены условия

g(cI, 0) = h(z) ≡ y,(52a)

Q? ≡ g(Q) ⊂ V1/2 ≡
{
x ∈ Rn : |x− y| < r/2

}
,(52b)

gn(ξ, 0) = ω(ξ), ξ ∈ 3I.(52c)

Замечание. На основании (52b) имеем 3I ⊂ U , поэтому значения ω(ξ) в (52c)
определены.

Покажем, как строить (κ,A, δ)-карты.

Определение 10. Два движения h и ~h в Rn называются параллельными,
если h(x) ≡ ~h(x) + ζ для некоторого ζ ∈ Rn. Тогда пишем h ‖ ~h.

Пусть A > 0 и 0 < τ 6∞.

Лемма 21. Существуют такие числа κ = κ(n,A, τ) > 1 и C = C(n,A, τ) > 0,
что имеют место следующие утверждения.

(i) Если функция f из (50) удовлетворяет условию Липшица (49a), то
существует гомеоморфизм g ∈ Ξ2(I, κ) со свойствами gn(ξ, 0) ≡ f(ξ) и

(53) ĉI ≡ lI‖∇2gn‖L∞(I�) 6 Cb
(τ)
I , I ∈ X ≡ OI.

(ii) Если в точке z ∈ ∂Ω существует (A, δ)-карта
(
r,~h
)
, то для любого куба

I ∈ D с ребром lI 6 r
4κ
√
n
можно построить такую (κ,A, δ)-карту (I, g, r, h)

в точке z, что гомеоморфизм g обладает свойством (53), где

(54) числа b(τ)
I вычисляются по функции (52c),

а для карт (r, h) и
(
r,~h
)
и соответствующих им функций ω и ~ω имеем

(55) h(x) ≡ ~h(x) + ζ, ω(ξ) ≡ ~ω(ξ − ζ ′) + ζn

для некоторого ζ ∈ Rn.



ВЕСОВАЯ АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА 107

Доказательство. Постоянные κ и C будут определены ниже.
(i) Пусть b∗I — числа, определяемые как b(τ)

I , но с заменой 3I на 5I. Неболь-
шое изменение конструкции (58) из [17] даёт такую функцию G0 : Q \ S → R
класса C∞(Q \ S), что имеют место соотношения

‖∇G0‖L∞(Q\S) 6 C1(n,A, τ),

lI‖∇2G0‖L∞(I�) 6 C2(n,A, τ)b∗I , I ∈ X,

G0(ξ, 0+) = f(ξ), ξ ∈ 3I.

По первому из них существует липшицево продолжение G0 на Q. Положим

G(x′, xn) = G0(x′, xn/2), x ∈ Q,
g(x′, xn) =

(
x′, C1xn +G(x′, xn)

)
.

Из соотношения |∂G/∂xn| 6 C1/2 очевидно, что g ∈ Ξ∞(I, κ) для некоторого
κ = κ(n,A, τ), причем gn(ξ, 0) ≡ f(ξ). Если x = (x′, xn) ∈ I�, то (x′, xn/2) ∈ J�
для некоторого куба J ∈ X со свойством J ′ = I. Ввиду вложения 5J ⊂ 3I
получаем (53), так как

ĉI = lI‖∇2G‖L∞(I�) 6 lI max
J
‖∇2G0‖L∞(J�) 6 2C2 max

J
b∗J 6 C(n,A, τ)b

(τ)
I .

(ii) Для данных z,
(
r,~h
)
, ~ω и I положим

ζ = (cI, 0)− ~h(z)

и воспользуемся (55) как определением. Получаем (A, δ)-карту (r, h) с соответ-
ствующей функцией ω, причем y ≡ h(z) = (cI, 0) и y′ = cI. Ввиду lI < 2r

3
√
n−1

определена функция
f = ω

∣∣
3I

со свойством (49a). Для гомеоморфизма g ∈ Ξ2(I, κ) из утверждения (i) верно
неравенство (53) и, ввиду соотношения gn(ξ, 0) ≡ f(ξ), условия (52c) и (54).
Из равенств g(cI, 0) =

(
cI, gn(cI, 0)

)
=
(
y′, ω(y′)

)
= (y′, yn) = y получаем (52a).

Отсюда же g(y) = y, поэтому для любого x ∈ Q
|g(x)− y| = |g(x)− g(y)| 6 κ|x− y| < 2κ

√
nlI 6 r/2,

то есть верно (52b). Значит, (I, g, r, h) является (κ,A, δ)-картой. �
Покажем, как использовать компактность ∂Ω.

Лемма 22. Пусть в каждой точке z ∈ ∂Ω границы ограниченной области Ω
дана (κz, Az, δz)-карта (Iz, gz, rz, hz). Тогда существуют конечный поднабор{

(Ii, gi, ri, hi) : 1 6 i 6 N
}
набора

{
(Iz, gz, rz, hz) : z ∈ ∂Ω

}
и d > 0 такие, что

∂Ω =

N⋃
i=1

si,(56a)

hi

({
x ∈ Ω: dist(x, si) 6 d

})
⊂ gi

(
Ii ×

[
0, lIi

])
,(56b)

где hi(si) = gi

({
ξ ∈ Rn−1 : |ξ − cIi | < lIi/4

}
×
{

0
})

.

Доказательство. По определению 9 множества

sz =
[
h−1
z ◦ gz

]({
ξ ∈ Rn−1 : |ξ − cIz | < lIz/4

}
×
{

0
})
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содержатся в ∂Ω и открыты в относительной топологии. При этом ∂Ω =
⋃
z sz,

так как z ∈ sz. Выбирая конечное подпокрытие и нумеруя точки z индексом i,
получаем (56a). Из (52b) и вложения hi(si) ⊂ gi(Qi) вытекает существование
такого di > 0, что из dist

(
X,hi(si)

)
6 di следует оценка |X − yi| < ri/2, где

yi = hi(zi). Положим

d = min
16i6N

min

{
lIi
4
,

lIi

κi
√

1 +A2
i

, di

}
.

Пусть x ∈ Ω, dist(x, si) 6 d и X = hi(x). По определению 5 для установления
(56b) достаточно показать, что X ′ ∈ Ii и ωi(X ′) 6 Xn 6 ωi(X ′) + lIi/κi. Ввиду
оценок dist

(
X,hi(si)

)
6 d 6 min{lIi/4, di} получаем X ′ ∈ Ii и |X − yi| < ri/2.

Из X ∈ Vi ∩ hi(Ω) и определения 7 следует, что Xn > ωi(X ′). В силу (51)

Xn − ωi(X ′) = |Xn − ωi(X ′)| 6
√

1 +A2
i dist

(
X,hi(Ω)

)
6
√

1 +A2
i d 6

lIi
κi
.

Мы доказали (56b). �

Изучим, в терминах величин b
(1)
I и ĉI , какие ограничения гомеоморфизм

g ∈ Ξ2(I, κ) накладывает на “граничную функцию” gn(·, 0).

Лемма 23. Для любого g ∈ Ξ2(I, κ) и функции f(ξ) = gn(ξ, 0) (ξ ∈ 3I) имеем

b
(1)
J 6 C

′(n)
∑

K∈X∩OJ

(
lK
lJ

)n
ĉK 6 C

′′(n)
∑
K∈X

Γ
(1,n)
JK ĉK , J ∈ X.

Доказательство. При ξ ∈ 3I ∩ (3J) согласно формуле Тейлора

f(ξ) = lim
µ↓0

gn(ξ, µ) = gn(ξ, lJ)− lJ
∂gn
∂xn

(ξ, lJ) +

∫ lJ

0

t
∂2gn
∂x2

n

(ξ, t) dt︸ ︷︷ ︸
f1(ξ)

,

gn(ξ, lJ) = gn(cJ , lJ) + 〈ξ − cJ ,∇x′gn(cJ , lJ)〉+∫ 1

0

(1− t) d
2

dt2
gn
(
cJ + t(ξ − cJ), lJ

)
dt︸ ︷︷ ︸

f2(ξ)

,

∂gn
∂xn

(ξ, lJ) =
∂gn
∂xn

(cJ , lJ) +

∫ 1

0

d

dt

∂gn
∂xn

(
cJ + t(ξ − cJ), lJ

)
dt︸ ︷︷ ︸

f3(ξ)

,

f = γ + f1 + f2 − lJf3,

где γ — многочлен степени не выше первой, а интеграл f1(ξ) понимается с
помощью подходящего предельного перехода. Имеем

|f1(ξ)| 6 3

2

∑
K∈X : ξ∈K & lK6lJ/2

lK ĉK ,

|f2(ξ)| 6 C1(n)lJ
∑

K∈X∩J�

ĉK ,

|f3(ξ)| 6 C2(n)
∑

K∈X∩J�

ĉK ,
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поэтому

b
(1)
J 6 l

−1
J

1∣∣3I ∩ (3J)
∣∣
∫

3I∩(3J)

|f − γ| dξ

6
3

2nlnJ

∑
K∈(X∩OJ )\J�

lK ĉK

∫
K

dξ + (C1 + C2)
∑

K∈X∩J�

ĉK .

Отсюда следует первое из искомых неравенств с C ′(n) = max{3 · 2−n, C1 +C2}.
Если K ∈ OJ , то [J,K] 6 2lJ , откуда для C ′′(n) = 2n+1C ′(n) получаем второе
неравенство. �

Замечание. Из предложения 1, лемм 17, 21(ii) и 23 и неравенства∑
K∈X∩OJ

(
lK
lJ

)n
6 3n−12

следует сравнимость инфимума чисел δ в условии Ω ∈ LZ(A, δ) с инфимумами
величин supX b

(τ)
I , supX cI и supX ĉI , вычисляемых по (κ,A,A)-картам. Мы не

приводим точную формулировку этого утверждения, так как в дальнейшем
она не понадобится.

4.3. Области классов C1,ε и Ляпунова-Дини и функции и области
класса LLD. Пусть функция ε : [0,∞)→ [0,∞) не убывает и ε(2t) 6 Tε(t) для
некоторого T > 1 и всех t > 0.

Определение 11. Ограниченная область Ω ⊂ Rn принадлежит классу C1,ε

в точке z ∈ ∂Ω, если существуют cz > 0 и такая (A,A)-карта (r, h) в точке
z, что соответствующая функция ω непрерывно дифференцируема в U и

(57) |∇ω(ξ)−∇ω(η)| 6 czε(|ξ − η|), ξ, η ∈ U.
Говорим, что Ω ∈ C1,ε, если Ω принадлежит классу C1,ε всюду в ∂Ω. Если
Ω ∈ C1,ε для некоторой функции ε с условием Дини∫ 1

0

t−1ε(t) dt <∞,

то Ω называется областью Ляпунова-Дини. При 0 < σ 6 1 и ε(t) = tσ пишем
в этих соглашениях C1,σ вместо C1,ε.

Замечание. Принадлежность Ω классу C1,ε в точке z равносильна выполнению
в окрестности z аналога условия (57) для единичной нормали к ∂Ω вместо ∇ω.
Отсюда легко вывести, что если Ω принадлежит классу C1,ε в z, то для любого
δ > 0 существуют cz > 0 и такая (δ, δ)-карта (r, h) в точке z, что ∇ω(y′) = 0
(для y = h(z)) и верно (57).

Литература с участием класса
⋃

0<σ61 C
1,σ областей Ляпунова необозрима.

В общем случае n > 2 области Ляпунова-Дини (называемые еще областями
Дини) и их обобщения и аналоги применялись, в частности, в упомянутых в
[32] статьях, а также в работах [11, теорема 7.6.2/3], [12], [13], [14], [24], [25],
[26], [27], [28, раздел 4.3], [29], [31], [37], [39], [47], [48], [49], [51], [55], [58], [66],
[69], [70], [71], [72, теоремы 14.6.3 и 15.6.1], [74], [75], [77], [80], [83], [84], [85],
[91], [92], [94], [95]. Много работ с обобщениями областей Ляпунова-Дини есть
у Л.И. Камынина и Б.Н. Химченко, см. [6, 7]. Специфика случая n = 2 состоит
как в применении обобщений областей Ляпунова-Дини в связи с теоремой об
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угловой производной (см. библиографию в [29, 31]), так и в терминологии (см.,
например, [45]), когда говорят о гладких по Дини кривых и областях.

Поясним, что может пониматься под обобщением областей Ляпунова-Дини.
Пусть Ω ∈ C1,ε и карта (r, h) построена по замечанию к определению 11. Тогда
|∇ω(ξ)| 6 czε(|ξ − y′|) при ξ ∈ U , откуда

|ω(ξ)− ω(y′)| 6 E(ξ) ≡ cz|ξ − y′|ε(|ξ − y′|)
для ξ ∈ U по формуле Ньютона-Лейбница и монотонности ε. Следовательно,

V+
E ≡

{
x ∈ V : xn > yn + E(x′)

}
⊂ h(Ω),(58a)

V−E ≡
{
x ∈ V : xn < yn − E(x′)

}
⊂ Rn \ h(Ω).(58b)

Если ε удовлетворяет условию Дини, то

(59)
∫
U

E(ξ) dξ

|ξ − y′|n
<∞.

Во многих из вышеперечисленных работ рассматривались области со свойства-
ми (58a) и/или (58b), в том числе для общих функций E со свойством (59).
Отметим работу [26], в которой при некоторых ограничениях на ε дано описа-
ние областей класса C1,ε на языке условий, близких к (58).

Следующее определение обусловлено намерением равномерно ограничить
величины SI из теоремы 6. Если (κ,A, δ)-карта (I, g, r, h) в точке z построена
по лемме 21(ii) с τ = 1, то в силу леммы 17 и неравенства (53) имеем

(60) SI 6
∑
J∈X

Γ
(0,n)
IJ cJ 6 c(κ)

∑
J∈X

Γ
(0,n)
IJ ĉJ 6 c(κ)C

∑
J∈X

Γ
(0,n)
IJ b

(1)
J .

Определение 12. Функция f из (50) принадлежит LLD
(
3I
)
, если

‖f‖LLD(3I) ≡ sup
I∈X≡OI

∑
J∈X

Γ
(0,n)
IJ b

(1)
J <∞.

Ограниченная область Ω принадлежит классу LLD, если для любого z ∈ ∂Ω
существуют κ∗ > 1, A∗ > 0 и такая (κ∗, A∗, A∗)-карта (I∗, g∗, r∗, h∗) в точке
z, что g∗n(·, 0) ∈ LLD

(
3I∗
)
. При Ω ∈ LLD говорим также, что Ω — область

локального типа Ляпунова-Дини.

Замечание. Таким образом, в силу (60) для функции (52c) получаем

(60′) SI 6 const = c(κ)C‖f‖LLD(3I).

Для целей настоящей статьи подошла бы замена условия f ∈ LLD
(
3I
)
на любое

другое, которое гарантировало бы, что

(61)


существуют κ > 1 и гомеоморфизм g ∈ Ξ2(I, κ), для которого

gn(ξ, 0) ≡ f(ξ) и sup
I∈X

∑
J∈X

Γ
(0,n)
IJ ĉJ <∞.

Мы видели, что из f ∈ LLD
(
3I
)
следует (61). О степени близости этих двух

условий можно судить по тому, что если g ∈ Ξ2(I, κ) и gn(ξ, 0) ≡ f(ξ), то в силу
лемм 23 и 11

(61′) ‖f‖LLD(3I) 6 c(n) sup
I∈X

∑
K∈X

[
1 + log2

[I,K]

lK

]
Γ

(0,n)
IK ĉK .
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Обсудим отношения LLD-классов с другими классами функций и областей.
Несложно проверить, что пространство LLD

(
3I
)
с нормой

‖f‖L1(3I) + ‖f‖LLD(3I)

— банахово, и что оно непрерывно вложено в пространство всех липшицевых
функций с нормой

‖f‖L∞(3I) + sup
ξ 6=η

|f(ξ)− f(η)|
|ξ − η|

.

Поэтому LLD ⊂ C0,1. В разделе 5.5 будет доказано, что LLD
(
3I
)
\C1

(
3I
)
6= ∅.

Покажем, что Ω ∈ LLD, если Ω — область Ляпунова-Дини. По определению 11
для любого z ∈ ∂Ω существует (A,A)-карта

(
r,~h
)
со свойством (57). Построим

(κ,A,A)-карту (I, g, r, h) в точке z по лемме 21(ii). В силу второго из тождеств
(55) для ω тоже верно (57). Значит, по формуле Ньютона-Лейбница

(62a) b
(1)
J 6 b

(∞)
J 6 C1(n)czε(lJ3

√
n− 1/2).

Отсюда по лемме 10(i) с b = max{lI , 2klI}

(62b)

∑
J∈X

Γ
(0,n)
IJ b

(1)
J 6 C1cz

0∑
k=−∞

ε

(
2klI

3
√
n− 1

2

) ∑
J∈X : lJ=2klI

(2klI)
1
2 l
n− 1

2

J

[I, J ]n

6 C2(n)cz

0∑
k=−∞

ε

(
2klI

3
√
n− 1

2

)

6 C3(n)cz

∫ lI3
√
n−1

0

t−1ε(t) dt <∞.

Поэтому f ∈ LLD
(
3I
)
и Ω ∈ LLD. Наконец, сделаем одно замечание насчет

условий (58) и (59). Пусть n = 2, I ∈ D и

f(ξ) =

0, ξ = cI,

(ξ − cI)
(

ln 2lI
|ξ−cI|

)−1/2

, ξ ∈ 3I \ {cI}.

Эта функция непосредственно связана с примером из [29, с. 99]. Пусть граница
области Ω задаётся в точке z функцией f и принадлежит классу C∞ в осталь-
ных точках. Можно проверить, что f ∈ LLD

(
3I
)
и, следовательно, Ω ∈ LLD,

однако не существует (A,A)-карты в точке z и функции E > 0 со свойством
(59) таких, что выполнено (58a) либо (58b).

Сформулируем один технический результат.

Лемма 24. Если Ω ∈ LLD, то для любых z ∈ ∂Ω и A > 0 найдётся такое
l∗ > 0, что gn(·, 0) ∈ LLD

(
3I
)
для любой (κ,A,A)-карты (I, g, r, h) в точке z

со свойством lI 6 l∗.

Доказательство леммы 24 несложно, но громоздко, поэтому только наметим
его. По определению 12 существует (κ∗, A∗, A∗)-карта (I∗, g∗, r∗, h∗) в точке z
со свойством

g∗n(·, 0) ∈ LLD
(
3I∗
)
.

Для установления включения gn(·, 0) ∈ LLD
(
3I
)
надо оба LLD-условия вы-

разить в евклидовых терминах. Двоичные семейства X и X∗ заменяются на
такое семейство {Bi} шаров с центрами на ∂Ω и радиусами 2k (k 6 k0), что
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для любого k шары радиуса 2k образуют покрытие некоторой фиксированной
окрестности точки z в ∂Ω, причем пересечение более чем C0 “утроенных” шаров
3Bi пусто, где C0 ∈ N не зависит от k. Рёбра lI заменяются на радиусы шаров,
а величина [I, J ] — на diam(Bi ∪Bj). В выражении для величины b

(1)
I область

интегрирования 3I ∩ 3I заменяется на ∂Ω ∩ 3Bi, мера dξ — на поверхностную
меру на ∂Ω, а |f − γ| — на расстояние от ξ ∈ ∂Ω до некоторой гиперплоско-
сти. При перечисленных заменах возникают постоянные множители (которые
могут зависеть от A и A∗), что не важно для условия gn(·, 0) ∈ LLD

(
3I
)
. �

4.4. Один класс числовых семейств. Пусть 1 < p <∞, λ ∈ R и I ∈ D.
Определение 13. Говорим, что задано (p, λ, I)-семейство {aI}, если числа
0 < aI <∞ (I ∈ X ≡ OI) удовлетворяют условиям

(∃θ1 > 0) (∀K ∈ X)
∑

I∈X : K∈LX
I

lαpI aI 6 θ1l
αp
K aK ,(63a)

(∃θ2 > 0) (∀K ∈ X)
∑

J∈X : J⊂K

l
β p
p−1

J a
− 1
p−1

J 6 θ2l
β p
p−1

K a
− 1
p−1

K ,(63b)

где α = −λ и β = n+ 1− λ.
Напомним, что куб K(I, J) введён в разделе 2.5.

Лемма 25. Для любых β′ > 0 и α′ > 0 выполнены неравенства∑
I∈X

Γ
(αp,β′p)
IJ

aI
aK(I,J)

6 Θ1 ≡ c(p, α, β′)θ1, J ∈ X,(63a′)

∑
J∈X

Γ
(α′ p

p−1 ,β
p
p−1 )

IJ

(
aK(I,J)

aJ

) 1
p−1

6 Θ2 ≡ c′(n, p, α′, β)θ2, I ∈ X.(63b′)

Доказательство. Согласно (25d) и соотношениям J ⊂ K(I, J) и K(I, J) ∈ LX
I∑

I∈X

Γ
(αp,β′p)
IJ

aI
aK(I,J)

6 C1(p, α, β′)lβ
′p
J

∑
I∈X

lαpI

l
(α+β′)p
K(I,J)

aI
aK(I,J)

,

∑
I∈X

lαpI

l
(α+β′)p
K(I,J)

aI
aK(I,J)

=
∑

K∈X : J⊂K

1

l
(α+β′)p
K aK

∑
I∈X : K(I,J)=K

lαpI aI

(63a)
6 θ1

∑
K∈X : J⊂K

l−β
′p

K 6 θ1C2(p, β′)l−β
′p

J .

Это значит, что выполнено (63a′) с c = C1C2. Согласно (25d)

∑
J∈X

Γ
(α′ p

p−1 ,β
p
p−1 )

IJ

(
aK(I,J)

aJ

) 1
p−1

6 C3(p, α′, β)l
α′ p
p−1

I

∑
J∈X

l
β p
p−1

J

l
(α′+β) p

p−1

K(I,J)

(
aK(I,J)

aJ

) 1
p−1

.

Снова используя соотношения K(I, J) ∈ LX
I и J ⊂ K(I, J), получаем∑

J∈X

l
β p
p−1

J

l
(α′+β) p

p−1

K(I,J)

(
aK(I,J)

aJ

) 1
p−1

=
∑
K∈LX

I

a
1
p−1

K

l
(α′+β) p

p−1

K

∑
J∈X : K(I,J)=K

l
β p
p−1

J a
− 1
p−1

J
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(63b)
6 θ2

∑
K∈LX

I

l
−α′ p

p−1

K 6 θ2C4(n, p, α′)l
−α′ p

p−1

I .

Это значит, что выполнено (63b′) с c′ = C3C4. �
Интерес к определению 13 состоит в следующем варианте леммы Шура.

Теорема 8. Для любых (p, λ, I)-семейства {aI} и вещественного σ < λ суще-
ствует такое C = C(n, p, λ, θ1, θ2, σ) > 0, что для любых чисел fJ > 0∑

I∈X

aI

(∑
J∈X

Γ
(−σ,n+1−σ)
IJ fJ

)p
6 C

∑
J∈X

aJf
p
J .

Доказательство. Применим лемму 25 к β′ = α′ = λ − σ. По неравенству
Гёльдера и оценке (63b′)(∑

J∈X

Γ
(−σ,n+1−σ)
IJ fJ

)p
=

(∑
J∈X

Γ
(α,β′)
IJ

(
aJ

aK(I,J)

)1/p

fJ · Γ(α′,β)
IJ

(
aK(I,J)

aJ

)1/p
)p

6

(∑
J∈X

Γ
(αp,β′p)
IJ

aJf
p
J

aK(I,J)

)(∑
J∈X

Γ
(α′ p

p−1 ,β
p
p−1 )

IJ

(
aK(I,J)

aJ

) 1
p−1

)p−1

6 Θp−1
2

∑
J∈X

Γ
(αp,β′p)
IJ

aJf
p
J

aK(I,J)
.

Отсюда ввиду (63a′) получаем требуемое неравенство с C = Θ1Θp−1
2 . �

4.5. Класс Ap(Ω)λ. Пусть 1 < p <∞, λ > 0, Ω ∈ C0,1 и %(x) = dist(x, ∂Ω).

Определение 14. Функция w � 0 на Ω принадлежит классу Ap(Ω)λ, если
w ∈ L1(Ω), %

p
p−1w∗ ∈ L1(Ω) для веса

w∗(x) =

(
%(x)−n

∫
|x−Y |<%(x)/

√
100n

w(Y ) dY

)− 1
p−1

, x ∈ Ω,

и существуют такие C > 0 и r0 > 0, что для любых z ∈ ∂Ω и 0 < r 6 r0 для
B =

{
x ∈ Ω: |x− z| < r

}
выполнены неравенства∫
B

%−λpw dx 6 Cr−λp
∫
B

w dx,(64a) ∫
B

%(1−λ) p
p−1w∗ dx 6 Cr−

λp
p−1

∫
B

%
p
p−1w∗ dx.(64b)

Положим также Acomp
p (Ω)λ = Ap(Ω)λ ∩Acomp

p (Ω) и

Ap(Ω) =
⋃
λ>0

Ap(Ω)λ, Acomp
p (Ω) =

⋃
λ>0

Acomp
p (Ω)λ = Ap(Ω) ∩Acomp

p (Ω).

Замечание 1. Обозначим C ′ = (2C)−
1
λp . Тогда в силу (64a)∫

B

%−λpw dx 6 Cr−λp
∫
B∩{%>C′r}

w dx+
1

2

∫
B∩{%6C′r}

%−λpw dx,∫
B

%−λpw dx 6 2Cr−λp
∫
B∩{%>C′r}

w dx.(64a′)
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Аналогичным способом для C ′′ = (2C)−
p−1
λp получаем

(64b′)
∫
B

%(1−λ) p
p−1w∗ dx 6 2Cr−

λp
p−1

∫
B∩{%>C′′r}

%
p
p−1w∗ dx.

Замечание 2. При w ∈ Acomp
p (Ω)λ или w ∈ Acomp

p (Ω) подразумевается, что по-
стоянная Макенхаупта Ap[w] вычисляется для класса Acomp

p (Ω) = Ap(Ω, ∂Ω)1.

Лемма 26. Для любых A > 0, θ∗ > 1, c0 > 0 и c1 > 0 существует

c = c(n,A, θ∗, c0, c1) > 1

со следующим свойством. Пусть даны (A,A)-карта (r, h) в точке z ∈ ∂Ω,
точка Z ∈ ∂Ω со свойством |z − Z| 6 3r/16, 0 < R 6 r/4

√
1 +A2 и точка

x0 ∈ Ω такие, что

B0 ≡
{
x ∈ Rn : |x− x0| < c0R

}
⊂ B1 ≡

{
x ∈ Ω: |x− Z| < R и %(x) > c1R

}
.

Тогда для любого w ∈ Dcomp(Ω) с D[w] 6 θ∗ имеем |B1|w 6 c|B0|w.

Доказательство. Для достаточно малого c2 = c2(n, c0, c1) ∈
(
0, 1/4

√
n
]
куб

Qζ =
{
x ∈ Rn : |x− ζ|∞ < c2R

}
при ζ = x0 содержится в B0, а при ζ ∈ B1 — принадлежит семейству кубов

F =
{
Qζ : `(Qζ) = 2c2R 6 2 dist(Qζ ,Rn \ Ω)/(4 +

√
n) и Qζ ⊂ B2

}
,

где
B2 =

{
x ∈ Rn : |x− z| < r′ ≡ 3r/16 +

√
1 +A2R+

√
nc2R

}
.

Если Qζ1 ∈ F , Qζ2 ∈ F и |ζ1 − ζ2| 6 c2R, то для куба Q = 2Qζ1 имеем

2`(Qζ2) = `(Q) = 4c2R 6 dist(Qζ1 ,Rn \ Ω)−
√
nc2R 6 dist(Q,Rn \ Ω)

и Qζ1 ∪Qζ2 ⊂ Q, откуда |Qζ1 |w 6 |Q|w 6 θ∗|Qζ2 |w.
Положим Y = h(Z) и Y ∗ = Y +(0, . . . , 0,

√
1 +A2R). Рассмотрим для любого

ζ ∈ B1 вектор t = Y ∗ − h(ζ) и кубы

Qs = Qh−1(h(ζ)+st), 0 6 s 6 1.

Покажем, что не только куб Q0 = Qζ принадлежит F , но и остальные Qs. Из
равенства Q1 = Qh−1(h(Z)+(0,...,0,

√
1+A2R)) следует, что Q1 ⊂ B2 и Qs ⊂ B2 по

выпуклости B2. В силу соотношений

|Y ∗ − Y | =
√

1 +A2R >
√

1 +A2|ζ − Z| =
√

1 +A2|h(ζ)− Y |
и геометрии треугольника {Y ∗, Y, h(ζ)} получаем tn > A|t′|. Расстояние

dist(Qs,Rn \ Ω) = dist
(
h(Qs), h(∂Ω)

)
достигается, ввиду условий h(Qs) ⊂ h(B2) и r′ 6 r/2 и вывода неравенств (51),
на графике соответствующей карте (r, h) функции ω и потому, ввиду условия
tn > A|t′|, растёт с ростом s. Значит, из Q0 ∈ F вытекает Qs ∈ F .

Возьмём наименьшее целое N > 1+
√

1+A2

c2
. Кубы Q0 = Qζ и Q1 = Qh−1Y ∗

можно соединить такой цепочкой {Qζi}Ni=0 ⊂ F , что |ζi−1 − ζi| 6 c2R, откуда
|Qζ |w 6 (θ∗)N |Qh−1Y ∗ |w и |Qh−1Y ∗ |w 6 (θ∗)N |Qζ |w. Поэтому

|Qζ1 |w 6 (θ∗)2N |Qζ2 |w, ζ1, ζ2 ∈ B1.

Покрывая множество B1 равномерно ограниченным числом кубов Qζ (ζ ∈ B1),
с учетом вложения Qx0

⊂ B0 приходим к неравенству |B1|w 6 c|B0|w. �
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Свяжем определения 13 и 14 (см. также лемму 2(iii)).

Лемма 27. Пусть w ∈ Ap(Ω)λ ∩Dcomp(Ω) и дана (κ,A,A)-карта (I, g, r, h) в
точке z ∈ ∂Ω со свойством lI 6 min

{
r0

2κ
√
n
, r

8κ
√
n
√

1+A2

}
. Положим

(65) aI =
∣∣∣h−1

(
g(I�)

)∣∣∣
w
, I ∈ X ≡ OI.

Тогда {aI} является (p, λ, I)-семейством.

Замечание. Из определений 5 и 7 и соотношений (28), (52b), (52c) следует, что
h−1

(
g(I�)

)
b Ω. Поэтому формула (65) корректна.

Доказательство. Неравенства 0 < aI <∞ вытекают из w � 0 и w ∈ L1(Ω).
Докажем (63a). Если x ∈ h−1

(
g(I�)

)
, то X ≡ h(x) ∈ g(I�), откуда

(66a) %(x) = dist
(
X,h(∂Ω)

)
6 Xn − ω(X ′) 6 κG(X) 6 2κlI

на основании (52b), левой оценки в (51), билипшицевости g и условия

g(X) =
(
X ′,G(X)

)
∈ I�.

Аналогично, с учетом правого неравенства в (51) получаем

(66b) %(x) = dist
(
X,h(∂Ω)

)
>
Xn − ω(X ′)√

1 +A2
>

G(X)

κ
√

1 +A2
>

lI

κ
√

1 +A2
.

Пусть K ∈ {I} ∪ (X \ I�). При K ∈ LX
I имеем

I� ⊂ QK ≡ Q ∩
(
3K × (0, 2lK)

)
,

поэтому в силу (66a)∑
I∈X : K∈LX

I

lαpI aI 6
∑

I∈X : K∈LX
I

(2κ)λp
∫
h−1
(
g(I�)

) %−λpw dx
6 (2κ)λp

∫
h−1
(
g(QK)

) %−λpw dx.
Пусть Z = h−1 ◦ g

∣∣
(cK ,0)

, R = 2κ
√
nlK и B =

{
x ∈ Ω: |x − Z| < R

}
. Тогда

Z ∈ ∂Ω, R 6 2κ
√
nlI 6 min

{
r0, r/4

√
1 +A2

}
и g(QK) ⊂ h(B) на основании

билипшицевости g. В силу (64a′)∑
I∈X : K∈LX

I

lαpI aI 6 (2κ)λp2CR−λp
∫
B∩{%>C′R}

w dx.

Для c1 = min
{
C ′, 1

2κ2
√
n
√

1+A2

}
ввиду g(K�) ⊂ g(QK) ⊂ h(B) и (66b) имеем(

B ∩ {% > C ′R}
)
∪ h−1

(
g(K�)

)
⊂ B ∩ {% > c1R},

где правое множество суть B1 в терминах леммы 26. Кроме того, для некоторо-
го c0 = c0(n, κ) > 0 существует x0 ∈ Ω такое, что B0 ⊂ h−1

(
g(K�)

)
. Учитывая

еще соотношения |z − Z| = |h(z) − h(Z)| 6
√

1 +A2(3lI/2)
√
n− 1 < 3r/16,

можем применить лемму 26 и получить

(67)
∑

I∈X : K∈LX
I

lαpI aI 6 C1(n, p, λ, κ,A,C, θ∗)lαpK aK , θ∗ > D[w].
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При K ∈ I� \ {I} эти же выкладки показывают, что aI 6 C1aK , откуда∑
I∈X : K∈LX

I

lαpI aI =
∑
I∈X

lαpI aI 6 C1l
αp
I aI 6 C

2
1 l
αp
K aK ,

где в первом неравенстве применено (67) с K = I. Мы доказали (63a) с

θ1 = θ1(n, p, λ, κ,A,C, θ∗) = C2
1 .

Докажем (63b). ПустьK ∈ X. Если x ∈ h−1
(
g(K�)

)
, Y ∈ Rn и |x−Y | < c%(x),

где c = 1
10
√
n
, то ввиду (66a), билипшицевости g и теоремы Пифагора

|Y − Z| 6 |x− Y |+ |h(x)− h(Z)| < c2κlK + κlK

√
n− 1

4
+ 4 < 2κ

√
nlK = R,

так что Y ∈ B. Из неравенства (66b) следует, что %(Y ) > (1− c)%(x) > c1R для
c1 = 1−c

2κ2
√
n
√

1+A2
. Поэтому

%(x)nw∗(x)1−p =

∫
|x−Y |<c%(x)

w dY 6
∫
B∩{%(Y )>c1R}

w dY.

Рассматривая Y = x, убеждаемся, что h−1
(
g(K�)

)
⊂ B1 = B ∩ {% > c1R}. Как

и выше, B0 ⊂ h−1
(
g(K�)

)
в терминах леммы 26, откуда

%(x)nw∗(x)1−p 6 C2(n, κ,A, θ∗)aK ,

a
− 1
p−1

K 6 C3(n, p, κ,A, θ∗)l
− n
p−1

K w∗(x),

a
− 1
p−1

K 6 C4(n, p, κ,A, θ∗)l
− n
p−1−n

K

∫
h−1
(
g(K�)

) w∗(x) dx.

Заменяя K на J и пользуясь равенством β = n+ 1− λ, получаем∑
J∈X : J⊂K

l
β p
p−1

J a
− 1
p−1

J 6 C4

∑
J∈X : J⊂K

l
(1−λ) p

p−1

J

∫
h−1
(
g(J�)

) w∗(x) dx

(66)
6 C5(n, p, λ, κ,A, θ∗)

∫
B

%(1−λ) p
p−1w∗ dx

(64b′)
6 C52CR−

λp
p−1

∫
B∩{%>C′′R}

%
p
p−1w∗ dx

6 C6(n, p, λ, κ,A,C, θ∗)R(1−λ) p
p−1 +n sup

B∩{%>C′′R}
w∗.

Допустим, что установлена оценка

(68) sup
B∩{%>C′′R}

w∗ 6 C7(n, p, κ,A,C ′′, θ∗) inf
h−1
(
g(K�)

)w∗.
Покрывая множество h−1

(
g(K�)

)
не более чем C8(n, κ,A) шарами

(69) Bx ≡
{
Y ∈ Rn : |x− Y | < c%(x)

}
,

где x ∈ h−1
(
g(K�)

)
, найдём такое x, что

aK 6 C8|Bx|w = C8%(x)nw∗(x)1−p
(66a)
6 C8(2κlK)n

 inf
h−1
(
g(K�)

)w∗
1−p

,
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поэтому оценка (63b) выполнена с постоянной

θ2 = θ2(n, p, λ, κ,A,C, θ∗) = C6C7C
1
p−1

8 (2κ)β
p
p−1
√
n

(1−λ) p
p−1 +n

.

Докажем (68). Ввиду (66b) и доказательства леммы 26 найдётся

N = N(n, κ,A,C ′′) ∈ N

такое, что любые точки x0 ∈ B ∩ {% > C ′′R} и xN ∈ h−1
(
g(K�)

)
можно соеди-

нить цепочкой {xi}N0 ⊂ Ω со свойством |xi−1 − xi| 6 c%(xi). Очевидно, что

Q− ≡
{
Y ∈ Rn : |xi−1 − Y |∞ <

1

10n
%(xi−1)

}
⊂ Bxi−1

,

w∗(xi−1) = %(xi−1)
n
p−1 |Bxi−1 |

− 1
p−1

w 6 (1 + c)
n
p−1 %(xi)

n
p−1 |Q−|

− 1
p−1

w .

В силу неравенства 2
5
√
n(1−c)%(xi−1) < %(xi−1)−

√
n

5
√
n(1−c)%(xi−1) куб

Q =
2
√
n

1− c
Q−

содержится в Ω и обладает свойством `(Q) 6 dist(Q, ∂Ω). Поэтому

w∗(xi−1) 6 C9(n, p, θ∗)%(xi)
n
p−1 |Q|−

1
p−1

w .

Если X ∈ Bxi , то |xi−1 −X|∞ 6 |xi−1 − xi| + |xi −X| < 2c%(xi) 6 2c
1−c%(xi−1).

Отсюда Bxi ⊂ Q, w∗(xi−1) 6 C9w
∗(xi) и (68) выполнено с C7 = CN9 . �

Некоторые свойства пространства Wm,p
w (Ω) с весом w ∈ Acomp

p (Ω) нетрудно
получить из следующего результата.

Лемма 28. Если w ∈ Acomp
p (Ω)λ, то имеет место непрерывное вложение

Lpw(Ω) ⊂ L1
%1−λ(Ω).

Доказательство. На основании неравенства Гёльдера

‖u‖L1

%1−λ
(Ω) 6 ‖u‖Lpw(Ω)

(∫
Ω

%(1−λ) p
p−1w−

1
p−1 dY

) p−1
p

≡ ‖u‖Lpw(Ω)I
p−1
p .

По теореме VI.1 из [20] существует счетное семейство {Qj} замкнутых кубов с
попарно непересекающимися внутренностями и свойствами

Ω =
⋃
j

Qj ,

√
n`(Qj) 6 dist(Qj , ∂Ω) 6 4

√
n`(Qj).

С учетом оценки |Qj |w|Qj |p−1
w−1/(p−1) 6 Ap[w]|Qj |p имеем

I =
∑
j

∫
Qj

%(1−λ) p
p−1w−

1
p−1 dY

6 C1(n, p, λ)Ap[w]
1
p−1

∑
j

`(Qj)
(1−λ) p

p−1 + np
p−1 |Qj |

− 1
p−1

w .

Если x ∈ 1
11Qj , то шар (69) содержится в Qj , поскольку при Y ∈ Bx

|cQj − Y |∞ 6
`(Qj)

22
+ c%(x) 6

`(Qj)

22
+ c

[
dist(Qj , ∂Ω) +

6

11

√
n`(Qj)

]
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6
`(Qj)

22
+

1

10
√
n

50

11

√
n`(Qj) =

`(Qj)

2
.

Поэтому

w∗(x) = %(x)
n
p−1 |Bx|

− 1
p−1

w >
(√
n`(Qj)

) n
p−1 |Qj |

− 1
p−1

w ,

|Qj |
− 1
p−1

w 6 11nn−
n

2(p−1) `(Qj)
− np
p−1

∫
1
11Qj

w∗(x) dx,

I 6 C2(n, p, λ)Ap[w]
1
p−1

∑
j

`(Qj)
(1−λ) p

p−1

∫
1
11Qj

w∗(x) dx

6 C3(n, p, λ)Ap[w]
1
p−1

∫
Ω

%(1−λ) p
p−1w∗ dx.

Используя условие %
p
p−1w∗ ∈ L1(Ω) и (64b) для конечного числа множеств B,

покрывающих в Ω некоторую окрестность границы ∂Ω, получаем I < ∞ и
утверждение леммы. �

Следующая лемма порождена намерением сравнить настоящую статью с
работами [40] и [79], см. раздел 5.2.

Лемма 29. Если W ∈ Apn+1
n

, то w ≡W
∣∣
Ω
∈ Ap(Ω).

Доказательство. Пусть Ω ∈ C0,1
A . Построим (κ,A,A)-карты во всех точках ∂Ω

по определению 7 и лемме 21(ii), после чего применим лемму 22. Для σ > −1,
z ∈ ∂Ω, 0 < r 6 d и B =

{
x ∈ Ω: |x− z| < r

}
имеем∫

B

%σ dx 6 C1(n,A, σ)rn+σ.

Это проверяется при помощи неравенств (51) и такой карты (Ii, gi, ri, hi), что
z ∈ si (см. соотношения (56)).

Очевидно, что w � 0 на Ω и w ∈ L1(Ω). Найдём по теореме IV из [36] такие
t > 0 и T > 0, что для любого куба Q ⊂ Rn(

1

|Q|

∫
Q

W 1+t dx

) 1
1+t

6
T

|Q|

∫
Q

W dx.

Имеем B ⊂ Q ≡
{
x ∈ Rn : |x− z|∞ < r

}
, откуда по неравенству Гёльдера

(70)
∫
B

%−λpw dx 6

(∫
B

%−λp
1+t
t dx

) t
t+1
(∫

Q

W 1+t dx

) 1
1+t

6 C2(n, p, λ,A, t)Tr−λp
∫
Q

W dx, λp
1 + t

t
< 1.

Отсюда после применения оценки |B| > C3(n,A)|Q| и оценки (6) для набора
(p, w,Q,Q0) =

(
pn+1

n ,W,Q,B
)
вытекает неравенство (64a).

Пусть семейство {Qj} такое же, как в лемме 28, так что∫
B

%(1−λ) p
p−1w∗ dx 6 C4(n, p, λ)

∑
B∩Qj 6=∅

`(Qj)
(1−λ) p

p−1 +n max
Qj

w∗.

При x ∈ Qj имеем %(x) 6 dist(Qj , ∂Ω)+
√
n`(Qj) 6 5

√
n`(Qj), поэтому шар (69)

содержится в 2Qj . Оценка (6) для набора (p, w,Q,Q0) =
(
pn+1

n ,W, 2Qj , Bx
)
и
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неравенство q ≡ pn+1
n > p показывают, что при θ > Aq[W ]

|Qj |w 6 |2Qj |W 6 C5(n, p)θ|Bx|w,

w∗(x) = %(x)
n
p−1 |Bx|

− 1
p−1

w 6 C6(n, p, θ)`(Qj)
n
p−1 |Qj |

− 1
p−1

w ,∫
B

%(1−λ) p
p−1w∗ dx 6 C4C6

∑
B∩Qj 6=∅

`(Qj)
(n+1−λ) p

p−1 |Qj |
− 1
p−1

w

6 C4C6

 ∑
B∩Qj 6=∅

`(Qj)
(n+1−λ) p

q−1 |Qj |
− 1
q−1

w


q−1
p−1

.

По неравенству Гёльдера |Qj |
− 1
q−1

w 6 `(Qj)
− nq
q−1 |Qj |w′ для веса w′ ≡ w−

1
q−1 .

При B ∩Qj 6= ∅ имеем
√
n`(Qj) 6 dist(Qj , ∂Ω) < r. Поэтому

∫
B

%(1−λ) p
p−1w∗ dx 6 C4C6

 ∑
B∩Qj 6=∅

`(Qj)
− λp
q−1 |Qj |w′


q−1
p−1

6 C4C6[5
√
n]

λp
p−1

(∫
{x∈Ω: |x−z|<2r}

%−
λp
q−1w′ dx

) q−1
p−1

.

Для q′ = q
q−1 имеем W ′ ≡W−

1
q−1 ∈ Aq′ , поэтому аналогично (70)∫

{x∈Ω: |x−z|<2r}
%−

λp
q−1w′ dx 6 C7(n, p, λ,A,W )r−

λp
q−1 |2Q|W ′

при достаточно малом λ > 0 и r 6 r0 ≡ d/2. Ввиду W ∈ Aq получаем∫
B

%(1−λ) p
p−1w∗ dx 6 C8(n, p, λ,A,W )r(n+1−λ) p

p−1 |2Q|−
1
p−1

W .

При x ∈ B шар (69) содержится в 2Q. Для c1 = 1/2
√

1 +A2 мера множества
B1 ≡

{
x ∈ B : %(x) > c1r

}
больше C9(n,A)rn ввиду (51). Значит,

|2Q|−
1
p−1

W 6 |Bx|
− 1
p−1

w = %(x)−
n
p−1w∗(x) 6 c

−n+p
p−1

1 r−
n+p
p−1 %(x)

p
p−1w∗(x), x ∈ B1,∫

B

%(1−λ) p
p−1w∗ dx 6 C8c

−n+p
p−1

1 C−1
9 r−

λp
p−1

∫
B1

%
p
p−1w∗ dx.

Покрывая некоторую окрестность границы ∂Ω конечным числом множеств B,
получаем %(1−λ) p

p−1w∗ ∈ L1(Ω) и, тем более, %
p
p−1w∗ ∈ L1(Ω). Ввиду вложения

B1 ⊂ B выполнено неравенство (64b), поэтому w ∈ Ap(Ω)λ ⊂ Ap(Ω). �

4.6. Области, W 2,p
w -распрямляемые в точке. Пусть 1 < p < ∞, w � 0 на

Ω ∈ C0,1 и w ∈ L1
loc(Ω). Термин “распрямляемость” из следующего определения

соответствует предыдущим исследованиям автора [15, 16, 17, 18].

Определение 15. Пусть κ > 1, A > 0 и δ > 0. Область Ω и граница ∂Ω
называются W 2,p

w -распрямляемыми в точке z ∈ ∂Ω с параметрами (κ,A, δ),
если существуют Cz > 0 и (κ,A, δ)-карта (I, g, r, h) в точке z такие, что

(71) (∀βI ∈ R)
∑
I∈X

aI l
−p
I

[
b
(1)
I

]p|βI |p 6 Cz∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p.
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Здесь числа aI и b
(1)
I такие, как в (65) и (54) соответственно, а число βI′

считается равным нулю при I � I.
Назовём область Ω и границу ∂Ω W 2,p

w -распрямляемыми в точке z ∈ ∂Ω
с параметрами (A, δ), если для некоторого κ > 1 они W 2,p

w -распрямляемы в
точке z с параметрами (κ,A, δ).

В определении 15 параметры нужны отчасти во избежание обсуждения ин-
вариантности ДВН (71) относительно поворотов системы координат, что было
бы довольно утомительной задачей (см. сходный вопрос в лемме 24). Докажем
результат об инвариантности (71) относительно выбора g.

Лемма 30. Пусть w ∈ Dcomp(Ω), для (κ,A,A)-карты (I, g, r, h) в точке z
выполнено неравенство (71) и даны куб I∗ ∈ D и число κ∗ > 1 такие, что

lI∗ 6 min

{
lI,

r

8 max{2κ, κ∗}
√
n+ 3

√
1 +A2

}
.

Тогда для любой (κ∗, A,A)-карты (I∗, g∗, r, h∗) в точке z со свойством h ‖ h∗
тоже выполнено неравенство (71), но с постоянной

C∗z = c∗(n, p, κ,A, κ∗, θ∗)Cz, θ∗ > D[w].

Доказательство. Пусть ζ ∈ Rn таково, что h(x) ≡ h∗(x) + ζ. Тогда

cI = h(z)′ = h∗(z)′ + ζ ′ = cI∗ + ζ ′.

Положим X = OI, X∗ = OI∗ , X∗0 = X∗ \ I∗� и

F =

{
I, lI∗ = lI,

единственный F ∈ D со свойствами lF = 2lI∗ и cI ∈ F, lI∗ 6 lI/2.

Имеют место утверждения:
(i) 3I∗ + ζ ′ = 3(I∗ + ζ ′) ⊂ (3I) ∩ (3F);
(ii) если I ∈ X∗0, то J = I + ζ ′ ∈ X ∩ (OF \ F�);
(iii) если I ∈ I∗�, то 3I + ζ ′ = 3(I + ζ ′) ⊂ 3J для некоторого J ∈ X ∩ F�.

Если lI∗ = lI, то (i) следует из равенства I∗ + ζ ′ = I, (ii) — из (i) и при-
надлежности вектора ζ ′ решетке lI∗Zn−1 (откуда J ∈ D), а утверждение (iii)
получается, если взять J = I + ζ ′. Пусть lI∗ 6 lI/2, так что lF = 2lI∗ и cI ∈ F.
Тогда 3

2 lI∗ < min
{

3
2 lI, lF

}
, откуда

3(I∗ + ζ ′) =
{
ξ ∈ Rn−1 : |ξ − cI|∞ 6 1.5lI∗

}
⊂

{{
ξ : |ξ − cI|∞ < 1.5lI

}
⊂ 3I{

ξ : dist∞(ξ,F) < lF
}
⊂ 3F,

что доказывает (i). Куб J из (ii) принадлежитD, так как ζ ′ ∈ lI∗
2 Zn−1 ⊂ lIZn−1.

В силу (i) и соотношений lJ = lI 6 1
2 lI∗ = 1

4 lF 6
1
4 lI получаем (ii). Пусть I ∈ I∗�.

Возьмём куб J ∈ D со свойствами lJ = lF (6 lI) и cI + ζ ′ ∈ J . Ввиду (i) имеем
cI + ζ ′ ∈ (3I)∩ (3F), поэтому J ∈ X∩F�. Утверждение (iii) следует из равенств
lI = lI∗ = 1

2 lF = 1
2 lJ и соотношений

3(I + ζ ′) =
{
ξ ∈ Rn−1 : |ξ−(cI +ζ ′)|∞ 6 1.5lI

}
⊂
{
ξ : dist∞(ξ, J) 6 0.75lJ

}
⊂ 3J.

Пусть a∗I — величины aI для карты (I∗, g∗, r, h∗), так что

a∗I =
∣∣∣h∗−1

(
g∗(I�)

)∣∣∣
w
, aJ =

∣∣∣h−1
(
g(J�)

)∣∣∣
w
.
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Предположим, что I ∈ X∗ и J ∈ X ∩OF связаны между собой утверждениями
(ii) или (iii). Можно считать, что cI + ζ ′ ∈ J (⊂ 3I), согласно выводу этих
утверждений. В силу (55) с ~h = h∗ и ~ω = ω∗ получаем

Z ≡ h∗−1 ◦ g∗
∣∣
(cI ,0)

= h∗−1
(
cI , ω

∗(cI)
)

= h∗−1
(
cI , ω(cI + ζ ′)− ζn

)
= h−1

(
cI + ζ ′, ω(cI + ζ ′)

)
= h−1 ◦ g

∣∣
(cI+ζ′,0)

.

Аналогично доказательству леммы 27 проверяется, что |z − Z| < 3r/16,

h∗−1
(
g∗(I�)

)
∪ h−1

(
g(J�)

)
⊂ B1 ≡

{
x ∈ Ω: |x− Z| < R и %(x) > c1R

}
и R 6 r/4

√
1 +A2, где

R = max
{
κ∗, κ

}√
n+ 3lJ ,

c1 =
min

{
1

2κ∗ ,
1
κ

}
max

{
κ∗, κ

}√
n+ 3

√
1 +A2

.

При проверке используются соотношения lJ 6 lF 6 2lI∗ и

(72) lI ∈ {lJ , lJ/2}.
Существует c0 = c0(n, κ, κ∗) > 0 такое, что для некоторого x0 шар B0 леммы 26
лежит внутри множества h−1

(
g(J�)

)
, откуда B0 ⊂ B1 и

(73) a∗I 6 |B1|w 6 C1(n, κ,A, κ∗, θ∗)|B0|w 6 C1aJ .

Более простым является неравенство

b∗I 6 C2(n)b
(1)
J ,

в котором b∗I — это величина b(1)
I для карты (I∗, g∗, r, h∗). Оно следует из (55),

вложений 3I∗ + ζ ′ ⊂ 3I (см. (i)) и 3I + ζ ′ ⊂ 3J и свойства (72).
Пусть даны числа β∗I ∈ R (I ∈ X∗). При J ∈ X положим

βJ =


0, J /∈ OF,

β∗J−ζ′ , J − ζ ′ ∈ X∗0,

β� ≡ maxI∈I∗� |β
∗
I |, J ∈ OF и J − ζ ′ /∈ X∗0.

Это определение корректно, ибо J ∈ OF при J − ζ ′ ∈ X∗0 в силу (ii). Имеем∑
I∈X∗

a∗I l
−p
I

[
b∗I
]p|β∗I |p 6 C1C

p
2

{∑
I∈X∗0

aI+ζ′ l
−p
I

[
b
(1)
I+ζ′

]p|βI+ζ′ |p
+ 3n−1l−pI∗ β

p
� max
J∈X∩F�

aJ
[
b
(1)
J

]p}
6 3n−12pC1C

p
2

∑
J∈X

aJ l
−p
J

[
b
(1)
J

]p|βJ |p
(71)
6 3n−12pC1C

p
2Cz

∑
J∈X

aJ l
−p
J |βJ − βJ′ |

p.

Для любого J ∈ X имеет место одна из следующих альтернатив:
1. J ′ /∈ OF;
2. J ′ − ζ ′ ∈ X∗0;
3. J ′ ∈ OF, J ′ − ζ ′ /∈ X∗0 и J /∈ OF;
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4. J ′ ∈ OF, J ′ − ζ ′ /∈ X∗0 и J − ζ ′ ∈ X∗0;
5. J ′ ∈ OF, J ′ − ζ ′ /∈ X∗0, J ∈ OF и J − ζ ′ /∈ X∗0.

Если βJ 6= 0 в случае 1, то J ∈ OF и, следовательно, J ∈ F� и (ввиду (ii))
J − ζ ′ /∈ X∗0, поскольку J ′ ∈ OF при J ∈ OF \ F�. В случае 2 имеем J − ζ ′ ∈ D
и J − ζ ′ ⊂ J ′ − ζ ′ ⊂ 3I∗, откуда J − ζ ′ ∈ X∗0. Случай 3 невозможен, так как
J /∈ OF ⇔ (J = F′)∨([J,F] > 2lF) и, значит, J ′ /∈ OF при J /∈ OF. В случае 4 для
I = J − ζ ′ имеем I ∈ X∗0 и потому lI 6 1

2 lI∗ . Если lI 6
1
4 lI∗ , то из соотношений

I ∈ X∗0, ζ ′ ∈
lI∗
2 Zn−1 и lJ′ = 2lI 6

lI∗
2 следует, что I ∈ D и J ′ − ζ ′ ∈ D, откуда

I ′ = J ′ − ζ ′ (/∈ X∗0) в силу вложения I ⊂ J ′ − ζ ′. Условия I ∈ X∗0, lI 6
1
4 lI∗ и

I ′ /∈ X∗0 несовместны, поэтому lI = 1
2 lI∗ . Наконец, βJ − βJ′ = β� − β� = 0 в

случае 5. Отсюда

Σ ≡
∑
J∈X

aJ l
−p
J |βJ − βJ′ |

p 6 Σ1 + Σ2 + Σ4,

Σ1 ≡

 ∑
J∈X∩F�

aJ

 l−pF βp� 6

 ∑
J∈X∩F�

aJ

 l−pI∗ β
p
�,

Σ2 ≡
∑

I∈X∗0 : lI6lI∗/4

aI+ζ′ l
−p
I |β

∗
I − β∗I′ |p,

Σ4 ≡
∑

I∈X∗0 : lI=lI∗/2

aI+ζ′ l
−p
I |β

∗
I − β�|p

6 2p−1
∑

I∈X∗0 : lI=lI∗/2

aI+ζ′ l
−p
I |β

∗
I − β∗I′ |p + 23p−1

 ∑
I∈X∗0 : lI=lI∗/2

aI+ζ′

 l−pI∗ β
p
�,

βp� = max
I∈I∗�

|β∗I − β∗I′ |p 6
∑
I∈I∗�

|β∗I − β∗I′ |p,

Σ 6 2p−1
∑
I∈X∗0

aI+ζ′ l
−p
I |β

∗
I − β∗I′ |p + 23p−1

 ∑
J∈X∩OF :
lJ> 1

2 lI∗

aJ

 ∑
I∈I∗�

l−pI |β
∗
I − β∗I′ |p.

При I ∈ X∗0 и J = I + ζ ′ неравенство

aJ 6 C
′
1(n, κ,A, κ∗, θ∗)a∗I

получается переменой в (73) ролей множеств h∗−1
(
g∗(I�)

)
и h−1

(
g(J�)

)
. В

силу свойств cI ∈ F, lF 6 2lI∗ и (66b) для

Z = h∗−1 ◦ g∗
∣∣
(cI∗ ,0)

= h−1 ◦ g
∣∣
(cI,0)

= z,

R = 2 max{κ∗, 2κ}
√
nlI∗ < r/4

√
1 +A2,

c1 =
min

{
1
κ∗ ,

1
2κ

}
2 max{κ∗, 2κ}

√
n
√

1 +A2

и для любых кубов I ∈ I∗� и J ∈ X ∩OF (lJ > lI∗/2) имеем

h∗−1
(
g∗(I�)

)
∪ h−1

(
g(J�)

)
⊂ B1 ≡

{
x ∈ Ω: |x− Z| < R и %(x) > c1R

}
.
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Стандартное рассуждение показывает, что∑
J∈X∩OF : lJ> 1

2 lI∗

aJ 6 C
′′
1 (n, κ,A, κ∗, θ∗)a∗I ,

Σ 6 max{2p−1C ′1, 2
3p−1C ′′1 }

∑
I∈X∗

a∗I l
−p
I |β

∗
I − β∗I′ |p.

Отсюда и из предыдущего абзаца следует утверждение леммы 30. �
Свяжем ДВН вида (71) с числами TI теоремы 6, с леммой 23 и с оценкой

(102) из раздела 5.5.

Лемма 31. Пусть 1 < p <∞, λ > 0, I ∈ D и дано (p, λ,I)-семейство {aI}I∈X.
Пусть числа cI > 0 таковы, что для некоторого C1 > 0 имеем

(74a) (∀βI ∈ R)
∑
I∈X

aI l
−p
I cpI |βI |

p 6 C1

∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p,

где βI′ считается равным нулю при I � I. Тогда cI 6 C
1/p
1 , а числа

TI =
∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ cJ

удовлетворяют, с постоянной C2 = C0(n, p, λ, θ1, θ2)C1, оценке

(74b) (∀βI ∈ R)
∑
I∈X

aI l
−p
I T pI |βI |

p 6 C2

∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p.

Доказательство. Для произвольного H ∈ X подставим в (74a) числа

(75) βI =

{
1, I ⊂ H,
0, I 6⊂ H,

и получим aH l
−p
H cpH 6 C1aH l

−p
H . Но 0 < aH <∞, откуда cH 6 C

1/p
1 .

Если K ∈ LX
I , то lI 6 lK , а значит, λ из определения 13 можно уменьшать.

Поэтому предположение 0 < λ < 1 не умаляет общности. Выберем

ρ = ρ(p, λ) ∈
(
0, (α+ 1)p

)
, α = −λ.

В силу соотношений (25d) и J ⊂ K(I, J) ∈ LX
I имеем

l−1
I TI 6 2n+1

∑
J∈X

lnJcJ

ln+1
K(I,J)

= 2n+1
∑
K∈LX

I

l−n−1
K

∑
J : K(I,J)=K

lnJcJ

6 2n+1
∑
K∈LX

I

l−n−1
K TK ,

где
TK =

∑
J⊂K

lnJcJ .

По условию α < 0, откуда

l−pI T pI 6 c1(n, p, λ)
∑
K∈LX

I

(
lI
lK

)αp [
l−n−1
K TK

]p
.

Ввиду вложения I ⊂ K(I,K) для любых βI имеет место представление

βI = βK(I,K) +
∑

H∈X : I⊂H(K(I,K)

[βH − βH′ ].
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Поэтому на основании условия ρ > 0 можно оценить

|βI |p 6 c2(p, ρ)

|βK(I,K)|p +
∑

H∈X : I⊂H(K(I,K)

(
lK(I,K)

lH

)ρ
|βH − βH′ |p

 ,
∑
I∈X

aI l
−p
I T pI |βI |

p 6 c1
∑

I,K : K∈LX
I

aI

(
lI
lK

)αp [
l−n−1
K TK

]p|βI |p 6 c1c2[Σ1 + Σ2

]
,

где

Σ1 =
∑
K∈X

l−αpK

[
l−n−1
K TK

]p ∑
I∈X : K∈LX

I

aI l
αp
I |βK(I,K)|p,

Σ2 =
∑

I,K,H∈X : K∈LX
I

& I⊂H(K(I,K)

aI

(
lI
lK

)αp [
l−n−1
K TK

]p( lK
lH

)ρ
|βH − βH′ |p.

В формуле для Σ2 учтено, что K(I,K) = K при K ∈ LX
I , откуда lK(I,K) = lK .

Оценим Σ1. Положим

β̂K = max
K1∈LX

K

|βK1 |.

Если K ∈ LX
I , то K(I,K)�X K по причине соотношений K(I,K)�X K(I,K) и

K(I,K) = K. Поэтому K(I,K) ∈ LX
K и |βK(I,K)| 6 β̂K , откуда

Σ1 6
∑
K∈X

l−αpK

[
l−n−1
K TK

]p
β̂pK

∑
I∈X : K∈LX

I

aI l
αp
I

(63a)
6 θ1

∑
K∈X

aK
[
l−n−1
K TK

]p
β̂pK .

Из условия β = n+ 1− λ и неравенства Гёльдера

[
TK
]p

=

( ∑
J : J⊂K

lλJa
1/p
J l−1

J cJ · lβJa
−1/p
J

)p

6

( ∑
J : J⊂K

lλpJ aJ l
−p
J cpJ

)( ∑
J : J⊂K

l
β p
p−1

J a
− 1
p−1

J

)p−1

(63b)
6 θp−1

2 lβpK a−1
K

∑
J : J⊂K

lλpJ aJ l
−p
J cpJ ,

aK
[
l−n−1
K TK

]p
6 θp−1

2 l−λpK

∑
J : J⊂K

lλpJ aJ l
−p
J cpJ .

При J ⊂ K имеем LX
K ⊂ LX

J и β̂K 6 β̂J . Учитывая условие λ > 0, получаем∑
K∈X

aK
[
l−n−1
K TK

]p
β̂pK 6 θ

p−1
2

∑
J∈X

lλpJ aJ l
−p
J cpJ β̂

p
J

∑
K : J⊂K

l−λpK

6 θp−1
2 c3(λp)

∑
J∈X

aJ l
−p
J cpJ β̂

p
J

(74a)
6 θp−1

2 c3C1

∑
I∈X

aI l
−p
I

∣∣β̂I − β̂I′ ∣∣p.
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Имеют место соотношения LX
I′ ⊂ LX

I и LX
I \ LX

I′ = I�X
⊂ LX

I , где считается, что
LX
I′ = ∅ при I � I. Поэтому

0 6 β̂I − β̂I′ = max
K∈I�X

max
{
|βK | − β̂I′ , 0

}
6 max
K∈I�X

|βK − βK′ |,∣∣β̂I − β̂I′ ∣∣p 6 ∑
K∈I�X

|βK − βK′ |p,

∑
I∈X

aI l
−p
I

∣∣β̂I − β̂I′ ∣∣p 6 ∑
K∈X

l−pK |βK − βK′ |
p

∑
I∈X : K∈I�X

aI

(63a)
6 θ1

∑
K∈X

aK l
−p
K |βK − βK′ |

p,

Σ1 6 θ
2
1θ
p−1
2 c3C1

∑
K∈X

aK l
−p
K |βK − βK′ |

p.

Оценим Σ2. Уже отмечалось, что K(I,K) �X K при K ∈ LX
I , поэтому если

дополнительно I ⊂ H ( K(I,K), то K ∈ LX
H . Следовательно,

Σ2 6
∑
H∈X

l−ρH |βH − βH′ |
p

( ∑
I∈X : I⊂H

aI l
αp
I

) ∑
K∈LX

H

lρ−αpK

[
l−n−1
K TK

]p .

Сумма в первых скобках не превосходит θ1aH l
αp
H на основании (63a). Из оценки

cJ 6 C
1/p
1 и условия ρ < (α+ 1)p выводим

TK 6 C1/p
1

∑
J⊂K

lnJ = 2C
1/p
1 lnK ,∑

K∈LX
H

lρ−αpK

[
l−n−1
K TK

]p
6 2pC1

∑
K∈LX

H

lρ−αp−pK 6 c4(n, p, λ, ρ)C1l
ρ−αp−p
H ,

Σ2 6 θ1c4C1

∑
H∈X

aH l
−p
H |βH − βH′ |

p.

Соединяя оценки для Σ1 и Σ2, получаем (74b). �
Главным в настоящем параграфе является следующий результат, который

связывает W 2,p
w -распрямляемость с ДВН (74b) для чисел TI теоремы 6.

Теорема 9. Пусть 1 < p < ∞, λ > 0, Ω ∈ C0,1, w ∈ Ap(Ω)λ ∩ Dcomp(Ω) и
z ∈ ∂Ω. Тогда имеют место следующие утверждения.

(i) Если (κ,A, δ)-карта (I, g, r, h) в точке z удовлетворяет для некоторого
CZ > 0 дискретному весовому неравенству

(76)


(∀βI ∈ R)

∑
I∈X

aI l
−p
I T pI |βI |

p 6 CZ
∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p,

где aI =
∣∣∣h−1

(
g(I�)

)∣∣∣
w

и TI =
∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ lJ‖∇2G‖

L∞
(
g(J�)

)︸ ︷︷ ︸
cJ

,

то Ω является W 2,p
w -распрямляемой в точке z с параметрами (κ,A, δ).

(ii) Если область Ω является W 2,p
w -распрямляемой в точке z с парамет-

рами (κ,A, δ), то для постоянной κ∗ ≡ κ(n,A, 1) из леммы 21 и некоторого
l∗ > 0 выполнено следующее: для любого куба I ∈ D с ребром lI 6 l∗ найдётся
(κ∗, A, δ)-карта (I, g, r, h) в точке z такая, что
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a) числа aI из (76) образуют (p, λ,I)-семейство;
b) условие (76) выполняется при CZ = C ′0(n, p, λ, κ,A,C, θ∗)Cz, где по-

стоянная C взята из (64), θ∗ > D[w], а Cz — постоянная из (71);
c) числа cJ из (76) не превосходят C∗(n,A)δ.

Доказательство. (i) При соглашении (54) по леммам 23 и 17 получаем

b
(1)
I 6 C

′′(n)
∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ ĉJ 6 C

′′(n)c(κ)
∑
J∈X

Γ
(1,n)
IJ cJ = C ′′(n)c(κ)TI ,∑

I∈X

aI l
−p
I

[
b
(1)
I

]p|βI |p 6 [C ′′(n)c(κ)
]p∑
I∈X

aI l
−p
I T pI |βI |

p 6 Cz
∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p,

где Cz =
[
C ′′(n)c(κ)

]p
CZ . Осталось сослаться на определение 15.

(ii) Пусть Cz и (I, g, r, h) такие, как в определении 15. Для постоянной r0 из
определения 14 положим

l∗ = min

{
lI,

r

8 max{2κ, κ∗}
√
n+ 3

√
1 +A2

,
r0

2κ∗
√
n

}
.

Рассмотрим произвольный куб I∗ ∈ D с ребром lI∗ 6 l∗. Исходя из (A, δ)-карты
(r, h), построим по лемме 21(ii) такую (κ∗, A, δ)-карту (I∗, g∗, r, h∗) в точке z,
что h ‖ h∗ и ĉI 6 C(n,A, 1)b

(1)
I , где

числа aI , b
(1)
I , cI , ĉI , TI вычисляются по карте (I∗, g∗, r, h∗).

По лемме 30 для этой карты выполнено условие (71) с постоянной C∗z = c∗Cz.
Согласно лемме 27 числа aI образуют (p, λ, I∗)-семейство, причем

θi = θi(n, p, λ, κ
∗, A,C, θ∗), i = 1, 2.

В силу леммы 17 и неравенств ĉI 6 C(n,A, 1)b
(1)
I и (71) выполнено условие (74a)

с постоянной C1 =
[
c(κ∗)C(n,A, 1)

]p
C∗z . Лемма 31 доказывает оценку (74b) с

постоянной

C2 = C0(n, p, λ, θ1, θ2)
[
c(κ∗)C(n,A, 1)

]p
c∗Cz = C ′0(n, p, λ, κ,A,C, θ∗)Cz.

Переобозначая C2 как CZ и (I∗, g∗, r, h∗) как (I, g, r, h), приходим к утвержде-
ниям a) и b). Лемма 17, оценка ĉI 6 C(n,A, 1)b

(1)
I и предложение 1 доказывают

утверждение c) с постоянной C∗(n,A) = c(κ∗)C(n,A, 1)c(n). �

5. Однозначная разрешимость задачи Дирихле в W 2,p
w (Ω).

Примеры и сравнение с предшествующими работами

5.1. Главные теоремы об однозначной разрешимости задачи Дирихле
в W 2,p

w (Ω). Пусть 1 < p < ∞, Ω ∈ C0,1 и w ∈ Acomp
p (Ω), то есть w ∈ Acomp

p (Ω)λ
для некоторого λ > 0. Очевидно, что по определению 14 можно считать λ
настолько малым, насколько нужно. Придадим смысл граничным значениям
функций u ∈W 2,p

w (Ω).

Лемма 32. Если 0 < λ < 1, то пространство W 1,p
w (Ω) компактно вложено

в Lq(Ω) для любого 1 6 q < n
n−λ .

Доказательство. В силу леммы 28 имеем W 1,p
w (Ω) ⊂W 1,1

%1−λ
(Ω). Заметим, что∫

Ω

{
%−λ|u|+ %1−λ|∇u|

}
dx 6 c(λ,Ω)

∫
Ω

%1−λ{|u|+ |∇u|} dx
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при u ∈ W 1,1
%1−λ

(Ω). Это проверяется при помощи регуляризации и формулы
Ньютона-Лейбница. Теперь утверждение леммы 32 вытекает из соотношений
(5.5) и (5.6) в [54]. �

В условиях леммы 32 имеем W 2,p
w (Ω) ⊂ W 1,q(Ω), а функции из W 1,q(Ω),

как известно, обладают граничными значениями. Для наших целей достаточно
рассмотрения только нулевых граничных значений.

Определение 16. При u ∈W 2,p
w (Ω) скажем, что u = 0 на ∂Ω, если для неко-

торого 1 < q < ∞ функция u принадлежит замыканию W̊ 1,q(Ω) множества
C∞0 (Ω) в пространстве W 1,q(Ω).

Приведём и докажем две теоремы, которые наряду с идеей Lpw-дискретиза-
ции, выделением классов LLD и Acomp

p (Ω) и понятием W 2,p
w -распрямляемости

принадлежат к главным результатам статьи.

Теорема 10. Пусть 1 < p <∞, λ > 0, A > 0 и θ > 1. Существует

δ = δ(n, p, λ,A, θ) > 0

такое, что для любых области Ω ∈ LZ(A, δ) ∩ LLD и веса w ∈ Acomp
p (Ω)λ со

свойствами
(i) Ω является W 2,p

w -распрямляемой с параметрами (A, δ) в каждой гра-
ничной точке z ∈ ∂Ω;

(ii) Ap[w] 6 θ

имеет место следующее утверждение (ОР): “Для произвольного f ∈ Lpw(Ω)
существует единственное решение u ∈W 2,p

w (Ω) задачи

(77)

{
∆u = f в Ω,

u = 0 на ∂Ω,

причем с не зависящей от f постоянной D > 0 справедлива оценка

(77′) ‖u‖W 2,p
w (Ω) 6 D‖f‖Lpw(Ω).”

Теорема 11. Для любых 1 < p < ∞, λ > 0, κ > 1, A > 0 и θ > 1 найдутся
такие постоянные

δ = δ(n, p, λ,A, θ) > 0, ε = ε(n, p, λ, κ,A, θ) > 0,

что если область Ω ∈ LZ(A, δ) и вес w ∈ Acomp
p (Ω)λ обладают свойствами

(i) Ω является W 2,p
w -распрямляемой с параметрами (κ,A, δ) в каждой

граничной точке z ∈ ∂Ω, причем Cz 6 ε для постоянной Cz из нера-
венства (71);

(ii) Ap[w] 6 θ;
(iii) C 6 θ для постоянной C из неравенств (64a) и (64b),

то имеет место утверждение (ОР) теоремы 10.

Из теоремы 10 непосредственно вытекает

Следствие 1. Если 1 < p < ∞, Ω ∈ Lz ∩ LLD, w ∈ Acomp
p (Ω) и существует

такое A > 0, что область Ω является W 2,p
w -распрямляемой в точке z ∈ ∂Ω с

параметрами (A, δ) для любых z и δ > 0, то справедливо утверждение (ОР)
теоремы 10.
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Доказательство теоремы 10. Без умаления общности можно предполагать,
что 0 < λ 6 1/2. В терминах лемм 21 и 9 соответственно положим

κ∗ = κ(n,A, 1), θQ = c

(
n, p,

1

2
√
n
√

1 +A2
,

1√
n
, κ∗, θ

)
.

Возьмём σ = σ(λ) и q = q(n, λ) такие, что

0 < σ < λ, 1 < q <
n

n− λ
,

и найдём по теореме 6 с параметрами (p, θ, κ, σ) = (p, θQ, κ
∗, σ) числа M , ϑ,

µ0, µ1 и µ2. Для постоянных δ(n, q) из теоремы 7 и C∗(n,A) из теоремы 9(ii)
положим

δ = min
{
δ(n, q),M/C∗(n,A)

}
.

Пусть Ω и w удовлетворяют всем условиям теоремы 10. Для любого z ∈ ∂Ω
найдём l∗ > 0 по лемме 24 и l∗ > 0 по теореме 9(ii). Возьмём какой-нибудь
куб Iz ∈ D с ребром lIz 6 min{l∗, l∗} и построим по теореме 9(ii) (κ∗, A, δ)-
карту (Iz, gz, rz, hz) в точке z со свойствами a), b) и c). По лемме 22 найдём
d > 0 и конечный поднабор

{
(Ii, gi, ri, hi)

}N
i=1

набора
{

(Iz, gz, rz, hz) : z ∈ ∂Ω
}
,

обладающий свойствами (56).
Зафиксировав i, подставим в лемму 9 отображение h = h−1

i ◦ gi, а также

E = Q, F = S, κ = κ∗, G = Ω, H = Rn \ Ω, δ0 =
1

2
√
n
√

1 +A2
, δ1 =

1√
n
,

где Q и S соответствуют гомеоморфизму gi ∈ Ξ2(Ii, κ
∗), см. раздел 3.1. Для

непустого множества K0 ⊂ h(E◦) со свойством

0 < diam(K0) 6 δ0 dist
(
K0, h(F )

)
из вложения (52b) и правого неравенства в (51) следует, что

diam(K0) 6 δ0 dist
(
K0, h(F )

)
6 δ0

√
1 +A2 dist(K0, ∂Ω) =

1

2
√
n

dist(K0, H).

Возьмём какой-нибудь минимальный куб K ⊃ K0. Тогда `(K) 6 diam(K0) и

dist(K0, H) 6 dist(K,H) +
√
n`(K) 6 dist(K,H) +

1

2
dist(K0, H),

`(K) 6 diam(K0) 6
1

2
√
n

dist(K0, H) 6 δ1 dist(K,H).

В частности, K ⊂ Rn \H = G◦. Следовательно, лемма 9 законна, что даёт

(78) wQ ≡ w ◦ h−1
i ◦ gi ∈ Ap(Q,S)1, причем Ap[wQ] 6 θQ.

Возьмём любое f? ∈ C∞0 (Ω). Задача (77) с f = f? имеет единственное обоб-
щенное решение u? ∈ W̊ 1,2(Ω). Для фиксированного i пусть

I = Ii, g = gi, u? = u? ◦ h−1
i , u = u? ◦ gi, f? = f? ◦ h−1

i , f = f? ◦ gi.

Проверим отличные от (78) условия теоремы 6 (с wQ в качестве веса w). Би-
липшицевость гомеоморфизма g и включение u? ∈ W̊ 1,2(Ω) гарантируют, что

u ∈W 1,2(Q◦) ⊂W 1,1(Q◦), γ∗0u = 0.
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Неравенство (30) следует из утверждения c) теоремы 9(ii). Условие supp f? b Ω
показывает, что f ∈ LpwQ,loc(Q \ S) и

∑
I∈X l

n+1−σ
I ‖f‖I < ∞. По неравенству

Коши и условию σ < λ 6 1/2∫
Q

x−σn |∇u| dx 6 ‖x−σn ‖L2(Q)‖∇u‖L2(Q) <∞,

так что выполнено (31). Уравнение ∆u? = f? следует из уравнения ∆u? = f?.
Поэтому по теореме 6 имеют место неравенства (32).

Оценим ‖∇2u?‖Lpw(Ωi), где

Ωi = h−1
i

(
gi
(
Ii × (0, lIi ]

))
.

Из формулы u? = u ◦ g−1
i ◦hi, билипшицевости gi и определения (30) получаем

|∇2u?| 6 C1(n, κ∗)
[
|∇2u|+ l−1

I cI |∇u|
]
◦ g−1

i ◦ hi на h−1
i

(
gi
(
I�
))
, I ( Ii.

Кроме того, |I�|wQ =
∫
I�
wQ dx 6 κ∗n

∫
h−1
i

(
gi(I�)

) w dx = κ∗naI . Отсюда, из

билипшицевости gi и неравенств cI 6 TI и (32)

‖∇2u?‖p
Lpw(Ωi)

=
∑

I∈X≡OIi
: I(Ii

∫
h−1
i

(
gi(I�)

) |∇2u?|pw dx

6 Cp1 2p−1κ∗n
∑

I : I(Ii

∫
I�

[
|∇2u|p + l−pI cpI |∇u|

p
]
wQ dx

6 Cp1 2p−1κ∗2n
∑

I : I(Ii

aI

[
‖∇2u‖pI + l−pI cpI‖∇u‖

p
I

]
6 C2(n, p, θQ, κ

∗, σ)
∑
I∈X

aI l
−p
I

[
F pI + T pIW

p
I

]
.

Через c будем обозначать разные не зависящие от f? и I положительные
постоянные. В силу определения чисел FI∑

I∈X

aI l
−p
I F pI 6 2p−1µp0Ap

∑
I∈X

aI l
−σp
I + 2p−1

∑
I∈X

aI

(∑
J∈X

Γ
(−σ,n+1−σ)
IJ ‖f‖J

)p
.

Применяя утверждение a) теоремы 9(ii), оценку (63a) с K = Ii, неравенство
σ < λ и теорему 8, а также выражение для величины A, оценки (51) и замену
переменной, получаем неравенство

(79)
∑
I∈X

aI l
−p
I F pI 6 c

[(∫
Ω

%−σ|u?| dx
)p

+

∫
Ω

|f?|pw dx
]
≡ cR.

По лемме 24 имеем (gi)n(·, 0) ∈ LLD
(
3Ii
)
, откуда SI 6 c (см. (60′)) и

(80a) WI 6 cβI ≡ c
∑

J∈X : I⊂J

FJ .

В силу утверждения b) теоремы 9(ii) имеет место ДВН (76), поэтому

(80b)
∑
I∈X

aI l
−p
I T pIW

p
I

(80a)
6 c

∑
I∈X

aI l
−p
I T pI |βI |

p
(76)
6 c

∑
I∈X

aI l
−p
I F pI

(79)
6 cR.
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Поэтому с учетом предыдущего абзаца

‖∇2u?‖p
Lpw(Ωi)

6 cR.

Для любого открытого множества Ω0 b Ω имеет место оценка

‖u?‖p
W 2,p
w (Ω0)

6 cR,

которая следует из леммы 5 после покрытия Ω0 малыми кубами B с 2B b Ω.
В силу (56) можно взять Ω0 таким образом, что Ω =

⋃N
i=0 Ωi, откуда

‖∇2u?‖p
Lpw(Ω)

6 cR.

Оценим ‖∇u?‖Lpw(Ω) и ‖u?‖Lpw(Ω). Аналогично предыдущему,

‖∇u?‖p
Lpw(Ωi)

6 C3(n, p, κ∗)
∑

I∈X : I(Ii

aI‖∇u‖pI 6 C3µ
p
1

∑
I∈X

aIW
p
I (i 6= 0),

WI

(80a)
6 cβI = c

∑
J∈X : I⊂J

FJ 6 c
∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ FJ ,(80c)

∑
I∈X

aIW
p
I

(80c)
6 c

∑
I∈X

aI

(∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ FJ

)p

6 c
∑
I∈X

aIF
p
I 6 cl

p
Ii

∑
I∈X

aI l
−p
I F pI

(79)
6 cR,

(80d)

‖∇u?‖p
Lpw(Ω)

6
N∑
i=0

‖∇u?‖p
Lpw(Ωi)

6 cR.

Из леммы 5 и билипшицевости gi следует, что
{
‖u‖Ii + lIi‖∇u‖Ii

}p
6 cR.

Используя упрощенный вариант леммы 19 и неравенство (32a), для I ( Ii
получаем

‖u‖I 6 ‖u‖Ii + C4(n, p, θQ)

lIi‖∇u‖Ii +
∑

J : I⊂J(Ii

lJ‖∇u‖J


6 cR1/p +

C4µ1

2
lIi

∑
J : I⊂J(Ii

WJ 6 cR
1/p + c

∑
J∈X

Γ
(0,n+1)
IJ WJ ,

‖u?‖p
Lpw(Ωi)

6 κ∗2n
∑

I : I(Ii

aI‖u‖pI 6 cR
∑
I∈X

aI + c
∑
I∈X

aIW
p
I

(80d)
6 cR (i 6= 0),

‖u?‖p
Lpw(Ω)

6
N∑
i=0

‖u?‖p
Lpw(Ωi)

6 cR.

Условие u? ∈ W̊ 1,q(Ω) и леммы 13.5 и 13.7 из [86] позволяют оценить первое
слагаемое в величине R, откуда для некоторого c0 > 0 имеем

(81) ‖u?‖W 2,p
w (Ω) 6 c0

[
‖∇u?‖Lq(Ω) + ‖f?‖Lpw(Ω)

]
, f? ∈ C∞0 (Ω).

Рассуждая стандартно, покажем существование такого D > 0, что

(82) ‖u?‖W 2,p
w (Ω) 6 D‖f

?‖Lpw(Ω), f? ∈ C∞0 (Ω).
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Допустим обратное. Тогда найдётся последовательность f?j в C∞0 (Ω) такая, что

‖u?j‖W 2,p
w (Ω) = 1, ‖f?j ‖Lpw(Ω) → 0 при j →∞.

Лемма 32 гарантирует, после перехода к подпоследовательностям, сходимость
в Lq(Ω) последовательностей {Diu

?
j}∞1 для всех 1 6 i 6 n. Подстановка разно-

стей f?j − f?k в (81) даёт в силу банаховости W 2,p
w (Ω) (см. теорему 4.12 в [33])

сходимость u?j в W 2,p
w (Ω) к некоторому u?0 ∈ W 2,p

w (Ω) при j → ∞. Непрерыв-
ность нормы в W 2,p

w (Ω) и лапласиана из W 2,p
w (Ω) в Lpw(Ω) показывает, что

‖u?0‖W 2,p
w (Ω) = 1, ∆u?0 = 0.

Из сходимости {u?j} в W 1,q(Ω) следует, что u?0 ∈ W̊ 1,q(Ω). Мы приходим к
противоречию с теоремой 7, что доказывает (82).

Множество C∞0 (Ω) плотно в Lpw(Ω), поскольку w ∈ Ap,loc(Ω). Отсюда, из (82)
и из теоремы 7 вытекает утверждение (ОР). �

Доказательство теоремы 11. Изменим немного доказательство теоремы 10.
Вместо теоремы 6 применим замечание 1 к ней с параметрами (p, θ, κ, σ, t0) =
(p, θQ, κ

∗, σ, t0), где t0 = t0(n, σ) таково, что в силу (18a) и (18c)

(83) eϑ(SI−SI′ ) 6 eb1b4ϑM 6 eb1b4t0 6 2σ.

Кубы Iz ∈ D выбираем со свойством lIz 6 l∗, не прибегая к лемме 24. Оценка
(80a) в общем случае неверна. Дальнейшие изменения связаны с пересмотром
выкладок (80b), (80c) и (80d) и заданием постоянной ε.

В силу определения чисел WI и неравенств (83), σ < 1/2 и (18c) имеем

0 6WI −WI′ = FI +
[
eϑ(SI−SI′ ) − 1

]
WI′

6 FI + µϑ(SI − SI′)WI′ 6 FI + µϑb4TIWI ,

где µ =
√

2−1
ln
√

2
. Для k ∈ N0 и I ∈ X положим

βI =

{
WI , lI > 21−klI,

WJ , I ⊂ J и lJ = 2−klI.

С учетом ДВН (76) получаем

Σk ≡
∑

I∈X : lI>2−klI

aI l
−p
I T pIW

p
I 6

∑
I∈X

aI l
−p
I T pI |βI |

p

6 CZ
∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p = CZ
∑

I∈X : lI>2−klI

aI l
−p
I |WI −WI′ |p

6 2p−1CZ
∑

I∈X : lI>2−klI

aI l
−p
I

[
F pI + (µϑb4)pT pIW

p
I

]
6 2p−1CZ

∑
I∈X

aI l
−p
I F pI + C ′ZΣk для C ′Z = 2p−1(µϑb4)pCZ .

В отличие от доказательства теоремы 10 постоянную CZ можно оценить: из
леммы 2(iii) и условий (i)–(iii) теоремы 11 следует, что можно взять

CZ = C ′0(n, p, λ, κ,A, θ, 2npθ)ε

для C ′0 из теоремы 9(ii), поэтому C ′Z = C ′′0 (n, p, λ, κ,A, θ)ε. Положив

ε = (2C ′′0 )−1,
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ввиду конечности сумм Σk получаем∑
I∈X

aI l
−p
I T pIW

p
I = lim

k→∞
Σk 6 2pCZ

∑
I∈X

aI l
−p
I F pI

(79)
6 cR,

что заменяет выкладки (80b). Неравенство (80c) применяется только в выводе
оценки (80d), которая остаётся справедливой, поскольку ввиду (83)

WI =
∑

J∈X : I⊂J

FJe
ϑ(SI−SJ ) 6

∑
J∈X

Γ
(−σ,n+1−σ)
IJ FJ ,

откуда
∑
I∈X aIW

p
I 6 c

∑
I∈X aIF

p
I по теореме 8. В остальном доказательство

теоремы 11 не отличается от доказательства теоремы 10. �

5.2. Общие веса класса Acomp
p (Ω). Применим полученные выше результаты

к некоторым классам весов и областей. Основной проблемой будет проверка
W 2,p
w -распрямляемости. В этой связи рассмотрим сначала общее ДВН

(84) (∃C > 0) (∀βI ∈ R)
∑
I∈X

aI |βI |p 6 C
∑
I∈X

bI |βI − βI′ |p,

в котором X = OI для некоторого I ∈ D, aI > 0, bI > 0 и 1 < p <∞, а число βI′
понимается так же, как в ДВН (71), (74a), (74b) и (76). За незначительными от-
личиями критерий справедливости этого ДВН содержится в теореме 16 из [15].
Следуя доказательству этой теоремы, получим простое достаточное условие.

Лемма 33. Пусть множество Y таково, что I� ⊂ Y ⊂ X. Для любого I ∈ X
через YI обозначим первый куб последовательности I, I ′, I ′′, . . . , который
принадлежит Y.

(i) Если существует такое C ′ > 0, что для любых βI ∈ R

(84′)
∑
I∈X

aI |βY ′I |
p 6 C ′

∑
I∈X

bI |βI − βI′ |p,

а также существует такое c > 0, что суммы

AJ ≡
∑

I∈X : I⊂J⊂YI

aI

для любого I ∈ X со свойством aI > 0 удовлетворяют неравенству

(85)
∑

J∈X : I⊂J⊂YI

[
AJb

−1
J

]1/(p−1)
6 c,

то выполнено условие (84) с C = 2p−1C ′ + 2p−1cp−1.
(ii) Если Y = I� и выполнено (85), то имеет место (84) с C = cp−1.

Замечание. Подразумевается, что в оценке (85) нет деления на ноль, то есть
bJ > 0 при aI > 0 и I ⊂ J ⊂ YI .

Доказательство. (i) Пусть aI > 0. Ясно, что AJ > 0 при I ⊂ J ⊂ YI , откуда

|βI |p 6

(
|βY ′I |+

∑
J∈X : I⊂J⊂YI

|βJ − βJ′ |A−1/p
J b

1/p
J ·A1/p

J b
−1/p
J

)p

6 2p−1|βY ′I |
p + 2p−1

(∑
J

|βJ − βJ′ |pA−1
J bJ

)(∑
J

[
AJb

−1
J

]1/(p−1)

)p−1
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6 2p−1|βY ′I |
p + 2p−1cp−1

∑
J∈X : I⊂J⊂YI

|βJ − βJ′ |pA−1
J bJ

для любых βI ∈ R согласно неравенству Гёльдера и (85). Поэтому∑
I∈X

aI |βI |p 6 2p−1
∑
I∈X

aI |βY ′I |
p + 2p−1cp−1

∑
J∈X

|βJ − βJ′ |pA−1
J bJ

∑
I∈X : I⊂J⊂YI

aI

(84′)
6
(
2p−1C ′ + 2p−1cp−1

)∑
I∈X

bI |βI − βI′ |p.

(ii) При Y = I� имеем YI � I и βY ′I = 0 для любого I, что позволяет внести
необходимые изменения в доказательство утверждения (i). �

Применим это достаточное условие к ДВН (71).

Теорема 12. Пусть w ∈ Ap(Ω)λ ∩Dcomp(Ω) и дана (κ,A,A)-карта (I, g, r, h)
в точке z ∈ ∂Ω, где 1 < p <∞, 0 < λ < 1, Ω ∈ C0,1 и

(86) lI 6 min

{
r0

2κ
√
n
,

r

8κ
√
n
√

1 +A2

}
для r0 из определения 14.

Пусть числа aI взяты из (65), множество Y и отображение I 7→ YI такие,
как в лемме 33, а числа b(1)

I > 0 удовлетворяют условию

(87)
(
lI/lYI

)λ
b
(1)
I 6 lIb

(1,1)
YI
6 b, I ∈ X,

для некоторых постоянных b(1,1)
Y (Y ∈ Y) и b <∞. Пусть также

(88) (∃B > 0) (∀βI ∈ R)
∑
Y ∈Y

aY
[
b
(1,1)
Y

]p|βY ′ |p 6 B∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p.

Тогда выполнено неравенство (71) с постоянной

Cz = [B + bp]c0(n, p, λ, κ,A,C, θ∗),

где постоянная C взята из (64a), а θ∗ > D[w].

Доказательство. Из второго абзаца доказательства леммы 27 известно, что
выполнена оценка (63a) с постоянной θ1 = θ1(n, p, λ, κ,A,C, θ∗). Отсюда∑

I∈X

aI l
−p
I

[
b
(1)
I

]p|βY ′I |p 6 ∑
Y ∈Y

[
b
(1,1)
Y

]p|βY ′ |p ∑
I : YI=Y

(
lY
lI

)λp
aI

6 θ1

∑
Y ∈Y

aY
[
b
(1,1)
Y

]p|βY ′ |p 6 θ1B︸︷︷︸
C′

∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p.

Для I ∈ X рассмотрим J и I1 такие, что I ⊂ J ⊂ YI и I1 ⊂ J ⊂ YI1 . Как YI ,
так и YI1 являются первым в Y элементом последовательности J , J ′, J ′′, . . . ,
так что YI = YI1 . Обозначив bJ = aJ l

−p
J , выводим

AJ ≡
∑

I1∈X : I1⊂J⊂YI1

aI1 l
−p
I1

[
b
(1)
I1

]p
6
[
b
(1,1)
YI1

]p ∑
I1∈X : I1⊂J

(
lYI1
lI1

)λp
aI1

6 θ1

(
lYI
lJ

)λp
aJ
[
b
(1,1)
YI

]p
,

AJb
−1
J 6 θ1

[
lλYI b

(1,1)
YI

]p
l
(1−λ)p
J ,
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J∈X : I⊂J⊂YI

[
AJb

−1
J

]1/(p−1)
6 θ1/(p−1)

1

[
lλYI b

(1,1)
YI

] p
p−1

∑
J∈X : I⊂J⊂YI

l
(1−λ) p

p−1

J

6 θ1/(p−1)
1 c1(λ, p)

[
lYI b

(1,1)
YI

] p
p−1

6 c ≡ θ1/(p−1)
1 c1b

p/(p−1).

По лемме 33(i) получаем искомое утверждение с c0 = (2c1)p−1θ1. �

Лемма 34. Пусть область Ω ∈ C0,1 принадлежит классу C1,1 в точке z из
∂Ω. Пусть 1 < p < ∞ и w ∈ Ap(Ω) ∩ Dcomp(Ω). Тогда для любого δ > 0 Ω
является W 2,p

w -распрямляемой в точке z с параметрами (δ, δ).

Доказательство. Имеем w ∈ Ap(Ω)λ∩Dcomp(Ω) для некоторого 0 < λ < 1. Для
ε(t) = t найдём (δ, δ)-карту

(
r,~h
)
в точке z по замечанию к определению 11.

Положим A = δ и, в терминах леммы 21, κ = κ(n, δ, 1). Взяв куб I ∈ D со
свойством (86), построим (κ, δ, δ)-карту (I, g, r, h) в точке z по лемме 21(ii).
Градиент функции (52c) липшицев ввиду (55), поэтому для чисел (54)

b
(1)
I 6 lIb

(1,1) 6 b ≡ lIb(1,1), I ∈ X,

для некоторого b(1,1) > 0. Положив b(1,1)
Y = b(1,1) при Y ∈ Y ≡ I�, обеспечиваем

выполнение оценок (87) и (88). Теорема 12 доказывает W 2,p
w -распрямляемость

области Ω в точке z с параметрами (δ, δ). �

Следствие 2. Если Ω ∈ C1,1, 1 < p <∞ и w ∈ Acomp
p (Ω), то для задачи (77)

имеет место утверждение (ОР) теоремы 10.

Доказательство. Положив A = 1, рассмотрим произвольные z ∈ ∂Ω и δ > 0.
Ввиду лемм 2(iii) и 34 область Ω W 2,p

w -распрямляема в точке z с параметра-
ми (δA, δA), где δA = min{A, δ}, а значит, и с параметрами (A, δ). Очевидное
вложение

C1,1 ⊂ Lz ∩ LLD

и следствие 1 доказывают утверждение (ОР) теоремы 10. �
Из следствия 2 и леммы 29 непосредственно вытекает

Следствие 3. Если Ω ∈ C1,1, 1 < p <∞, W ∈ Apn+1
n

и w ≡ W
∣∣
Ω
∈ Acomp

p (Ω),
то для задачи (77) имеет место утверждение (ОР) теоремы 10.

Следствие 3 обобщает соответствующие результаты из [40] и [79] в плане
ослабления условий на вес w. А именно, теорема 4.1.3 из [79] является аналогом
следствия 3 для уравнения (λ −∆)u = f и веса W ∈ Ap, а теорема 2.4 из [40]
— таким же аналогом для уравнения ∆u = f , веса W ∈ Ap и области Ω ∈ C2.

5.3. Степенные веса и границы с особенностью в точке. Изучим при
помощи теоремы 12 W 2,p

w -распрямляемость в точечной особенности.

Лемма 35. Пусть Ω ∈ C0,1, 1 < p < ∞ и w ∈ Ap(Ω) ∩ Dcomp(Ω), а в точке
z ∈ ∂Ω задана (κ,A, δ)-карта (I, g, r, h) со свойством (86). Ей сопоставлены
числа из (65) и (54). Для i = 0, −1, −2, . . . положим

Y =
{
Y ∈ X : dist∞({cI}, Y ) < 2lY

}
,

Yi =
{
Y ∈ Y : lY = 2ilI

}
,

ai =
∑
Y ∈Yi

aY .
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Допустим, что функция (52c) принадлежит классу C2
(
3I \ {cI}

)
и

sup
ξ∈3I : 2i−1lI6|ξ−cI|∞65·2i−1lI

|∇2ω(ξ)| 6 bi,(89a)

b
(1)
Y 6 lY bi 6 b

′, Y ∈ Yi,(89b)

для некоторых постоянных bi и b′ <∞. Пусть также

(88′) (∃B′ > 0) (∀βi ∈ R)

−1∑
i=−∞

aib
p
i |βi+1|p 6 B′

0∑
i=−∞

ai2
−ip|βi − βi+1|p,

где β1 = 0. Тогда Ω W 2,p
w -распрямляема в точке z с параметрами (κ,A, δ).

Доказательство. Имеем w ∈ Ap(Ω)λ ∩ Dcomp(Ω) для некоторого 0 < λ < 1,
поэтому в теореме 12 проверить нужно лишь условия (87) и (88). Если I ∈ X\Y,
то имеем I ⊂ Y ↓I ⊂ YI для некоторого Y ↓I ∈ X \ Y со свойством lY ↓I

= lYI/2.

Ввиду Y ↓I /∈ Y получаем dist∞({cI}, Y ↓I ) > 2lY ↓I
, откуда

3I ⊂ 3Y ↓I ⊂
{
ξ ∈ Rn−1 : |ξ − cI|∞ > lY ↓I = lYI/2

}
.

В силу включения YI ∈ Y легко убедиться, что dist∞({cI}, YI) 6 lYI , поэтому

3I ⊂ 3Y ↓I ⊂ 2YI ⊂
{
ξ ∈ Rn−1 : |ξ − cI|∞ 6 5lYI/2

}
.

Отсюда, из (89a) и формулы Тейлора

b
(1)
I 6 C1(n)lIbi, YI ∈ Yi.

Если же I ∈ Y, то в силу (89b) с Y = I имеем

b
(1)
I 6 lIbi, I = YI ∈ Yi.

Значит, если для I ∈ X индекс i(I) определяется условием YI ∈ Yi(I), то

b
(1)
I 6 max{C1, 1}lIbi(I).

Положив для Y ∈ Y

b
(1,1)
Y = max{C1, 1}bi(Y ),

приходим к условию (87), поскольку

b
(1)
I 6 max{C1, 1}lIbi(I) = max{C1, 1}lIbi(YI)

= lIb
(1,1)
YI
6 lYI b

(1,1)
YI

(89b)
6 b ≡ max{C1, 1}b′.

Для любых βI ∈ R (I ∈ X) и i = 0, −1, −2, . . . положим

βi =

0∑
j=i

max
Y ∈Yj

|βY − βY ′ |.

Если Y ∈ Yi, то Y ′ ∈ Yi+1, Y ′′ ∈ Yi+2 и т.д., откуда

|βY | 6 |βY − βY ′ |+ |βY ′ − βY ′′ |+ · · · 6 βi,

|βi − βi+1|p =

(
max
Y ∈Yi

|βY − βY ′ |
)p
6
∑
Y ∈Yi

|βY − βY ′ |p,
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∑
Y ∈Y

aY
[
b
(1,1)
Y

]p|βY ′ |p =

−1∑
i=−∞

∑
Y ∈Yi

aY
[
b
(1,1)
Y

]p|βY ′ |p 6 max{Cp1 , 1}
−1∑

i=−∞
aib

p
i β

p
i+1

6 max{Cp1 , 1}B′
0∑

i=−∞
ai2
−ip

∑
Y ∈Yi

|βY − βY ′ |p.

Ввиду неравенства dist∞({cI}, Y1) 6 lY1
, билипшицевости g и (66b) имеем

E ≡
⋃

Y1∈Yi

h−1
(
g(Y �1 )

)◦ ⊂ B1 ≡
{
x ∈ Ω: |x− z| < R и %(x) > c1R

}
,

R ≡ 2κ
√
n2ilI, c1 ≡

1

2κ2
√
n
√

1 +A2
.

При этом R 6 r/4
√

1 +A2 в силу (86). Для любого Y ∈ Yi разместим шар B0

леммы 26 внутри множества h−1
(
g(Y �)

)
и получим

ai = |E|w 6 |B1|w 6 C2(n, κ,A,D[w])|B0|w 6 C2aY ,∑
Y ∈Y

aY
[
b
(1,1)
Y

]p|βY ′ |p 6 max{Cp1 , 1}B′C2l
p
I

∑
Y ∈Y

aY l
−p
Y |βY − βY ′ |

p.

Значит, верно (88). Применение теоремы 12 завершает доказательство. �
Рассмотрим для α ∈ R степенные веса

wα(x) = |x− z|α (z ∈ ∂Ω), %α(x) = dist(x, ∂Ω)α.

Для любого куба Q ⊂ Ω со свойством `(Q) 6 dist(Q, ∂Ω) имеем

sup
Q
w1 6 inf

Q
w1 + diam(Q) 6

(
1 +
√
n
)

inf
Q
w1, sup

Q
wα 6

(
1 +
√
n
)|α|

inf
Q
wα,

откуда

(90a)

{
wα ∈ Acomp

p (Ω) ⊂ Dcomp(Ω),

Ap[wα] 6
(
1 +
√
n
)|α|

, D[wα] 6 2n
(
1 +
√
n
)|α|

.

Аналогичное рассуждение показывает, что

(90b)

{
%α ∈ Acomp

p (Ω) ⊂ Dcomp(Ω),

Ap[%
α] 6

(
1 +
√
n
)|α|

, D[%α] 6 2n
(
1 +
√
n
)|α|

.

Хорошо известно, что wα ∈ Ap ⇔ −n < α < n(p− 1), поэтому

(91a) wα ∈ Acomp
p (Ω) для любого α ∈ (−n, pn+ p− n)

в силу леммы 29 и (90a). Легко убедиться, что этот диапазон α оптимален.
Вместе с тем сходное с (91a) утверждение

(91b) “%α ∈ Acomp
p (Ω) для любого α ∈ (−1, 2p− 1)”

нельзя получить из леммы 29 в полной общности. В самом деле, в лемме 2.3(vi)
из [44] показано, что если d ∈ {1, . . . , n−1} иM ⊂ Rn — компактное липшицево
d-мерное многообразие, то

dist(·,M)α ∈ Ap, если − (n− d) < α < (n− d)(p− 1).

В [56, предложение 2.8(ii)] доказан аналог этого результата для d-множества
M , где 0 < d < n. Поэтому условие −1 < α < p − 1 достаточно и, как хорошо
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известно, необходимо для включения %α ∈ Ap. Следовательно, лемма 29 и (90b)
устанавливают (91b) только при α ∈

(
−1, pn+1

n − 1
)
.

Докажем (91b) для всех α. Ясно, что %α � 0 на Ω. Пусть A > 0 таково, что
Ω ∈ C0,1

A . Дополняя рассуждения первого абзаца доказательства леммы 29,
найдём такое r0 > 0, что для любых σ > −1, z ∈ ∂Ω и 0 < r 6 r0

(92) C1(n,A, σ)rn+σ 6
∫
{x∈Ω: |x−z|<r}

%σ(x) dx 6 C2(n,A, σ)rn+σ.

Отсюда w ≡ %α ∈ L1(Ω), а (64a) выполнено при λ < α+1
p . Очевидно, что

C3(n, p, α)%−
α
p−1 6 w∗ 6 C4(n, p, α)%−

α
p−1 ,

откуда с учетом (92) имеем %
p
p−1w∗ ∈ L1(Ω), а (64b) выполнено при λ < 2p−1−α

p .
Поэтому w ∈ Ap(Ω)λ для некоторого λ > 0. Ввиду (90b) это даёт (91b).

С помощью леммы 35 докажем W 2,2-распрямляемость области Ω примера
(0.2) в начале координат с параметрами (δ, δ) для любого δ > 0. Ввиду (91a) или
(91b) вес w ≡ 1 принадлежит Acomp

2 (Ω). Для достаточно малого r(C, δ) 6 1/2
пара (r, id) является (δ, δ)-картой в точке z = 0 с соответствующей функцией
ωC . Возьмём куб I ∈ D со свойством (86), где A = δ и κ = κ(n, δ, 1) в терминах
леммы 21. Построим (κ, δ, δ)-карту (I, g, r, h) в точке z по лемме 21(ii). Тогда

C1(κ)(2ilI)2 6 ai 6 C2(κ)(2ilI)2,

а условия (89) выполняются с

bi =
C3|C|(

|i|+ log1/2 lI
)
2ilI

, b′ =
C3|C|

log1/2 lI
,

для некоторой абсолютной постоянной C3 > 0. Условие (88′) справедливо, так
как ввиду неравенства Харди

(∀βi ∈ R)

−1∑
i=−∞

β2
i+1(

|i|+ log1/2 lI
)2 6 C4

0∑
i=−∞

|βi − βi+1|2.

Лемма 35 даёт требуемый результат.

5.4. Вес %α и области класса C1,ε. Рассмотрим детальнее случай w = %α.

Следствие 4. Пусть Ω ∈ Lz∩LLD, 1 < p <∞ и дан параметр α ∈ (−1, 2p−1),
причем при α ∈ (−1, p− 1] дополнительно предполагается, что Ω ∈ C1,ε и∫ 1

0

tα−pεp(t) dt <∞, α ∈ (−1, p− 1),(93a) ∫ 1

0

s−1

(∫ s

0

t−1εp(t) dt

)1/(p−1)

ds <∞, α = p− 1.(93b)

Тогда для веса w = %α и задачи (77) верно утверждение (ОР) теоремы 10.

Доказательство. Проверим выполнение условий следствия 1. Пусть A > 0
таково, что Ω ∈ Lz(A). В силу (91b) достаточно для произвольных z ∈ ∂Ω и
δ > 0 доказать W 2,p

w -распрямляемость Ω в точке z с параметрами (A, δ).
Ввиду соотношения Ω ∈ Lz(A) существует (A, δ)-карта

(
r,~h
)
в точке z. Пусть

κ∗ = κ(n,A, 1) в терминах леммы 21. Возьмём куб I ∈ D с ребром lI 6 r
4κ∗
√
n
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и по лемме 21(ii) построим (κ∗, A, δ)-карту (I, g, r, h) в точке z. В силу (66)

(94) C1(n,A, α)ln+α
I 6 aI 6 C2(n,A, α)ln+α

I , I ∈ X.

Кроме того, b(1)
I 6 c(n)δ по предложению 1, поэтому при α ∈ (p− 1, 2p− 1)∑

I∈X

aI l
−p
I

[
b
(1)
I

]p|βI |p 6 C2

[
c(n)δ

]p∑
I∈X

ln+α−p
I |βI |p

6 δpC3(n, p,A, α)
∑
I∈X

ln+α−p
I |βI − βI′ |p 6 δpC3C

−1
1

∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p

ввиду следствия 2.3 из [16]. Это означает W 2,p
w -распрямляемость области Ω в

точке z с параметрами (κ∗, A, δ).
Пусть α ∈ (−1, p − 1] и, значит, Ω ∈ C1,ε. Можно считать, что (A, δ)-карта(

r,~h
)
построена по замечанию к определению 11 с min{A, δ} вместо δ, откуда

в силу (62a) для i = 0, −1, −2, . . . имеем

εi ≡ max
I∈X : lI=2ilI

b
(1)
I 6 C4(n)czε(2

i−13
√
n− 1lI).

Любой куб J ∈ X с ребром lJ = 2j lI удовлетворяет соотношениям

AJ ≡
∑

I∈X : I⊂J

aI l
−p
I

[
b
(1)
I

]p
6 C2

j∑
i=−∞

[
2ilI

]n+α−p
εpi

(
lJ

2ilI

)n−1

= ln−1
J C2

j∑
i=−∞

[
2ilI

]1+α−p
εpi

6 bJ l
p−1−α
J C−1

1 C2C
p
4C5(n, p, α)cpz︸ ︷︷ ︸
C6

∫ 2j3
√
n−1lI

0

tα−pεp(t) dt︸ ︷︷ ︸
Sj

,

где bJ = aJ l
−p
J . Если α ∈ (−1, p− 1), то в силу (93a) имеем Sj 6 S0 <∞ и[

AJb
−1
J

]1/(p−1)
6 l

p−1−α
p−1

J

(
C6S0

) 1
p−1 ,

так что для Y = I� выполнено (85). Если же α = p− 1, то для любого I ∈ X

(95)
∑

J∈X : I⊂J

[
AJb

−1
J

]1/(p−1)
6 c ≡ C1/(p−1)

6

0∑
j=−∞

S
1/(p−1)
j

(93b)
< ∞.

Лемма 33(ii) обеспечивает W 2,p
w -распрямляемость Ω в точке z с параметрами

(κ∗, A, δ). Следствие 1 даёт для всех α утверждение (ОР) теоремы 10. �
Функция ε(t) из (93a) удовлетворяет условию Дини, откуда Ω ∈ LLD в силу

(62b). Для условия (93b) это неверно, как показывает при p = 2 пример функ-
ции ε(t), при t < 1/3 равной 1

(ln 1
t ) ln ln 1

t

. Поэтому при α ∈ [p − 1, 2p − 1) имеет
смысл рассмотреть вариант следствия 4 без предположения Ω ∈ LLD.

Следствие 5. Для любых 1 < p <∞, α ∈ [p− 1, 2p− 1) и A > 0 существует

δ = δ(n, p, α,A) > 0

такое, что для любой области Ω ∈ LZ(A, δ) (удовлетворяющей при α = p− 1
дополнительно условиям Ω ∈ C1,ε и (93b)) для веса w = %α и задачи (77)
имеет место утверждение (ОР) теоремы 10.
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Доказательство. Изменим доказательство следствия 4 путём замены в нём
следствия 1 на теорему 11.

Из вывода утверждения (91b) видно, что λ со свойством %α ∈ Acomp
p (Ω)λ

можно взять зависящим лишь от p и α. Поэтому (64a) и (64b) выполняются с
некоторым C = C(n, p, α,A). Применим теорему 11 с θ = max

{
(1 +

√
n)|α|, C

}
и κ = κ∗, что даст зависящие только от n, p, α и A постоянные δ и ε, которые
мы переобозначим через δ1 и ε1.

При α 6= p− 1 для постоянных Ci из следствия 4 положим

δ = min
{
δ1, (C1C

−1
3 ε1)1/p

}
.

Тогда с учетом (90b) для любой области Ω ∈ LZ(A, δ) ⊂ LZ(A, δ1) выполнены
условия (i)–(iii) теоремы 11, что влечет утверждение (ОР) теоремы 10.

При α = p− 1 положим
δ = δ1.

Пусть Ω ∈ LZ(A, δ)∩C1,ε и выполнено условие (93b). Условия Ω ∈ LZ(A, δ1), (ii)
и (iii) теоремы 11 очевидны. В неравенстве (95) сумму

∑0
j=−∞ S

1/(p−1)
j можно

сделать сколь угодно малой выбором куба I с достаточно малым ребром. По-
этому можно считать, что c 6 ε1/(p−1)

1 , что по лемме 33(ii) доказывает условие
(i) теоремы 11. Это обеспечивает утверждение (ОР) теоремы 10. �

Обсудим следствия 4 и 5. Для задачи (77) с весом w = %α в литературе
наиболее часто встречаются значения α ∈ (−1, p − 1), см. [21, 50, 72] и приве-
дённые после следствия 3 теоремы о весах W ∈ Ap (напомним, что %α ∈ Ap
тогда и только тогда, когда −1 < α < p − 1). Вместе с тем в [52, теорема 6.1]
используются значения α ∈ [0, 2p − 1), а в [1, теорема 14] — полный диапазон
α ∈ (−1, 2p − 1). Обсудим теперь ограничения на Ω. Условие (93a) с p = 2 и
α = 0 встречается уже в [8] как достаточное условие нётеровости общей эл-
липтической краевой задачи. Случай 1 < p < ∞, α = 0 можно найти в [11], а
случай 1 < p < ∞, −1 < α < p − 1 — в [72]. В частности, при −1 < α < p − 1
следствие 4 вытекает из теоремы 15.2.1 с ` = 2 − α+1

p и замечания на с. 560 в
[72]. Что же касается значений α ∈ [p−1, 2p−1), то работа [52] имеет дело с об-
ластями класса C∞, а сравнение условия Ω ∈ LZ(A, δ) с неявным условием на
Ω из [1, теорема 14] требует отдельного исследования. Это значит, что случай
α ∈ [p− 1, 2p− 1) в следствиях 4 и 5 не лишен научной новизны. Во избежание
недоразумений отметим, что в [1, 8, 11, 21, 50, 52, 72] изучались более общие,
чем (77), эллиптические краевые задачи.

5.5. Сопоставление главных теорем об однозначной разрешимости с
одним результатом В.Г. Мазьи и Т.О. Шапошниковой. Для нецелого
` > 0 и 1 < p < ∞ рассмотрим пространство Слободецкого W `,p(Rn−1) —
пополнение множества C∞0 (Rn−1) по норме

‖ϕ‖W `,p(Rn−1) = ‖ϕ‖Lp(Rn−1)+

 ∑
|γ|=[`]

∫
Rn−1

∫
Rn−1

|Dγϕ(ξ)−Dγϕ(η)|p

|ξ − η|n−1+{`}p dξdη

1/p

,

где ` = [`] + {`}, [`] ∈ N0 и 0 < {`} < 1. Из теоремы 15.2.1 в [72] с ` = 2 − α+1
p

и описания пространства W̊ 1,q(Ω) как множества всех функций в W 1,q(Ω) с
нулевым следом (см., например, [86, лемма 13.7]) вытекает следующее
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Предложение 2. Пусть −1 < α < p − 1, Ω ∈ C0,1 и в любой точке z ∈ ∂Ω
найдётся (Az, δz)-карта (rz, hz) такая, что соответствующую функцию ωz
можно продолжить до такой функции ωz на Rn−1, что при α < p− n

(96a) ωz ∈W 2−α+1
p ,p(Rn−1),

а при α > p− n для достаточно малого δ = δ(n, p, α) > 0 имеем

(96b)
∥∥∥∥∂ωz∂ξi

v

∥∥∥∥
W

1−α+1
p

,p
(Rn−1)

6 δ‖v‖
W

1−α+1
p

,p
(Rn−1)

для любых 1 6 i 6 n−1 и v ∈W 1−α+1
p ,p(Rn−1). Тогда для веса w = %α и задачи

(77) имеет место утверждение (ОР) теоремы 10.

Предложение 2 считается в литературе самым общим достаточным условием
однозначной разрешимости задачи (77) в пространствеW 2,p

%α (Ω) и, в частности,
в пространстве W 2,p(Ω). Этот результат дополняется результатами по выпук-
лым областям и их обобщениям [46, 60] и теорией эллиптических краевых задач
в областях с точечными [65] и другими типами особенностей. Отметим, что по
теореме 7.6.2/3 в [11] существование ωz со свойством (96a) следует из утвер-
ждения (ОР) при α = 0 для областей Ляпунова-Дини. Значит, в этом случае
при p > n известен критерий (96a) выполнения утверждения (ОР).

Покажем, как вывести предложение 2 из результатов раздела 5.1. Пусть
α < p−n. Применим следствие 1. Известно (см. [21]), чтоW `,p(Rn−1) совпадает
с пространством Бесова B`p,p(Rn−1). Теоремы вложения [21] показывают, что

W 2−α+1
p ,p(Rn−1) ⊂ C1,σ(Rn−1)

для некоторого 0 < σ < 1. Поэтому Ω ∈ Lz∩LLD. Условие w ∈ Acomp
p (Ω) следует

из (91b). В силу компактности ∂Ω можно считать, что Az 6 A, где A <∞. Для
любого δ > 0 построим стандартным образом (κ∗, A, δ)-карту (I, g, r, h) в точке
z со свойством (94). Теорема 3.5.1(ii) из [87] и (96a) показывают, что

S ≡
∑
I∈X

ln+α−p
I

[
b
(1)
I

]p
<∞.

Поэтому AJ ≡
∑
I : I⊂J aI l

−p
I

[
b
(1)
I

]p
6 bJC

−1
1 C2Sl

p−n−α
J для bJ = aJ l

−p
J . Лемма

33(ii) даёт W 2,p
%α -распрямляемость области Ω в точке z с параметрами (A, δ), а

следствие 1 — утверждение (ОР) теоремы 10.
При α > p − n воспользуемся теоремой 11. Сначала нужно определить ряд

постоянных. По лемме 3.2.2 в [11]

(97) ‖∇ωz‖L∞(Rn−1) 6 c1(n, p, α)δ,

если верно (96b). Для ξ0 ∈ Rn−1, t > 1 и I ∈ D положим

b
[t]
I = l−1

I inf
γ

1

|tI|

∫
tI

∣∣ωz(ξ − ξ0)− γ(ξ)
∣∣ dξ,

где inf берётся по всем многочленам не выше первой степени. В [18] отмечалось,
что пространство Bsp,p(Rn−1) совпадает с пространством Y L

(
`sp(Lp)

)
Хедберга-

Нетрусова из [57]. По теореме 22 в [18] и её доказательству получаем, что если
верно (96b), то∑

I∈D
ln+α−p
I

[
b

[2]
I

]p|γI |p 6 c2(n, p, α)δp
∑
I∈D

ln+α−p
I |γI − γI′ |p
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для любых чисел γI ∈ R таких, что γI = 0 при lI > 2. Аналогично [17, с. 171]
отсюда выводится, для того же класса семейств {γI}, оценка∑

I∈D
ln+α−p
I

[
b

[3]
I

]p|γI |p 6 c3(n, p, α)δp
∑
I∈D

ln+α−p
I |γI − γI′ |p.

Пусть κ∗ = κ(n, 1, 1) в терминах леммы 21. Для любых (κ∗, 1, 1)-карты (I, g, r, h)
в точке z со свойствами lI 6 1 и h ‖ hz и чисел βI ∈ R (I ∈ X = OI) пусть

γI =

{
βI , I ∈ X,

0, I ∈ D \ X.

Тогда в силу оценок (94) при A = 1 и второго равенства в (55)

(98)
∑
I∈X

aI l
−p
I

[
b
(1)
I

]p|βI |p 6 C2(n, 1, α)c4(n, p)
∑
I∈X

ln+α−p
I

[
b

[3]
I

]p|γI |p
6 C2c4c3δ

p
∑
I∈D

ln+α−p
I |γI − γI′ |p 6 C2c4c3C

−1
1 (n, 1, α)︸ ︷︷ ︸

c5(n,p,α)

δp
∑
I∈X

aI l
−p
I |βI − βI′ |

p

при подходящем выборе вектора ξ0. Пусть δ1 и ε1 такие же, как во втором
абзаце доказательства следствия 5 при A = 1. Положим

δ = min
{
c−1
1 , c−1

1 δ1, (c
−1
5 ε1)1/p

}
.

Пусть Ω ∈ C0,1 и для любого z ∈ ∂Ω верно (96b). Тогда

Ω ∈ LZ(c1δ, c1δ) ⊂ LZ(1, δ1).

В силу (98) и леммы 21(ii) выполнено условие (i) теоремы 11. Об условиях (ii)
и (iii) см. доказательство следствия 5. Поэтому верно утверждение (ОР), что
доказывает предложение 2.

В оставшейся части статьи изучим подробнее невесовой гильбертов случай
(т.е. случай w ≡ 1, p = 2 и n > 2), доказав, что

1) при n = 2 существует область Ω, для которой верны предположения
теоремы 11 и предложения 2, но Ω /∈ LLD и, следовательно, теорема 10
неприменима;

2) при n = 3 существует область Ω, к которой применима теорема 10, но
“условия малости” теоремы 11 и предложения 2 нарушаются;

3) при n = 3 существует область Ω, к которой применима теорема 11, в
отличие от предложения 2.

Эти утверждения означают, что при w ≡ %α и α > p − n между теоремой 10,
теоремой 11 и предложением 2 нет прямых логических связей за исключением
доказанной выше импликации “теорема 11 ⇒ предложение 2”.

Утверждение 1) получается рассмотрением области Ω примера (0.2) с малым
C 6= 0. Применимость теоремы 11 следует из последнего абзаца раздела 5.3 и
доказательств леммы 34 и следствия 5. О применимости предложения 2 см.
раздел 7.6.1 в [11]. Соотношение Ω /∈ LLD вытекает из леммы 24 и прямого
вычисления с участием функции ωC .

Для установления утверждений 2) и 3) воспользуемся атомическим способом
задания функций. Изучим сперва общую конструкцию. Пусть t > 0, T > 0 и
для каждого куба K ∈ X ≡ OI дана функция ϕK ∈ C2(Rn−1) такая, что

(99) suppϕK ⊂ tK, ‖∇2ϕK‖L∞(Rn−1) 6 T l
−1
K ,
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откуда, в частности,

(100) ‖ϕK‖L∞(Rn−1) 6 T0(n, t)T lK .

Для чисел γK ∈ R, из которых только конечное число ненулевых, положим

(101) f =
∑
K∈X

γKϕK .

Рассуждая аналогично шагу 7 доказательства теоремы 1.1.14 в [57], получаем

(102) b
(1)
J 6 T1(n, t)T

∑
K∈X

Γ
(1,n)
JK |γK |, J ∈ X,

где величины b
(1)
J , как обычно, соответствуют функции f . По лемме 11

(103) ‖f‖LLD(3I) 6 T2(n, t)T sup
I∈X

∑
K∈X

[
1 + log2

[I,K]

lK

]
Γ

(0,n)
IK |γK |.

Если теперь от γK требуется только конечность супремума справа в (103), то
конечны и выражения справа в (102), поэтому ряд (101) сходится абсолютно в
L1
(
3I
)
и для его суммы верны выкладки (102) и (103).

Пусть кубы J0, J−1, J−2, . . . из D и числа

γK ∈ R, K ∈ X ≡
0⋃

i=−∞
Xi,

где
Xi =

{
I ∈ D : I ⊂ Ji

}
,

таковы, что выполнены условия

Ji ⊂
1

2
Ki для кубов Ki ≡

{
cI + 2iξ : ξ ∈ [lI/4, lI/2)n−1

}
∈ D,

Mγ ≡ sup
K∈X

|γK | <∞.

Положим γK = 0 при K ∈ X \ X. Ввиду оценки (100) ряд (101) абсолютно и
равномерно сходится к непрерывной функции f .

Теорема 13. Пусть 1 < p <∞ и max{p− n,−1} < α < 2p− 1. Обозначим

VI(E) =
∑
K∈E

[
1 + log2

[I,K]

lK

]
Γ

(0,n)
IK |γK |, I ∈ X & E ⊂ X.

Допустим, что для некоторых чисел M1,M2,M3 > 0 выполнены условия

VI(Xi) 6M1, i 6 0 & I ⊂ Ki,(104) 
(∀i 6 0) (∀βI ∈ R)∑

I∈Xi

ln+α−p
I |γI |p|βI − βJ′i |

p 6M2

∑
I∈Xi

ln+α−p
I |βI − βI′ |p,(105)

0∑
i=−∞

(
lJi
lKi

)n
log2

lKi
lJi
6M3.(106)

Тогда для M = M1 +M
1/p
2 M3 имеем соотношения

f ∈ LZ
(
C1TM,C2TMγ

)(
3I
)
,(107)

‖f‖LLD(3I) 6 C3TM,(108)
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(∀βI ∈ R)
∑
I∈X

ln+α−p
I

[
b
(1)
I

]p|βI |p 6 C4T
pM2

∑
I∈X

ln+α−p
I |βI − βI′ |p,(109)

где Ck = Ck(n, p, α, t) для k ∈ {1, 3, 4} и C2 = C2(n, t).

Замечание. Для J ∈ X обозначим

AJ =
∑

I∈X : I⊂J

ln+α−p
I |γI |p.

Небольшое изменение леммы 33(ii) даёт, что (105) справедливо при M2 = cp−1,
если

∑
J∈X : I⊂J⊂Ji

[
AJ l

−n−α+p
J

]1/(p−1)
6 c для любых i 6 0 и I ∈ Xi.

Доказательство. Подставляя в (105) числа (75) для H = Ji, получаем

(110) AJi 6M2l
n+α−p
Ji

, i 6 0.

Для любого I ∈ X имеем

VI(X) = VI(X) =

 ∑
i60: I 6⊂Ki

VI(Xi)

+

{
VI(Xi0), (∃i0 6 0) I ⊂ Ki0 ,

0 в противном случае;

VI(X) 6M1 +
∑

i60: I 6⊂Ki

VI(Xi).

Пусть I 6⊂ Ki. Из вложения Ji ⊂ 1
2Ki следует, что [I,K] > lKi/4 при K ∈ Xi.

Отсюда с использованием неравенства Гёльдера, условия α < 2p − 1 и оценки
(110) получаем

VI(Xi) 6 C5(n)
∑
K∈Xi

(
lK
lKi

)n+α−p
p

|γK | ·
(
lK
lKi

)n−n+α−p
p

log2

lKi
lK

6 C5

( ∑
K∈Xi

(
lK
lKi

)n+α−p

|γK |p
) 1
p
( ∑
K∈Xi

(
lK
lKi

)n+ p−α
p−1

(
log2

lKi
lK

) p
p−1

) p−1
p

6 C6(n, p, α)

(
AJi

ln+α−p
Ki

) 1
p (

lJi
lKi

)n−n+α−p
p

log2

lKi
lJi
6 C6M

1/p
2

(
lJi
lKi

)n
log2

lKi
lJi

,

VI(X) 6M1 + C6M
1/p
2 M3 6 C6M (так как C6 > 1).

Ввиду оценки |∇ϕK | 6 T ′0(n, t)T отсюда легко выводится, что

f ∈ LZ(C1TM,C1TM)
(
3I
)
, C1 = C1(n, p, α, t).

Из оценки (102) и теоремы 2(a) следует, что

b
(1)
J 6 C7(n, t)TMγ , J ∈ X.

С учетом предложения 1 мы получаем включение (107). Оценки VI(X) 6 C6M
и (103) дают неравенство (108).

Докажем ДВН (109). В силу (105) и (110) для любых βI ∈ R∑
I∈X

ln+α−p
I |γI |p|βI |p 6 2p−1

0∑
i=−∞

∑
I∈Xi

[
ln+α−p
I |γI |p|βI − βJ′i |

p + ln+α−p
I |γI |p|βJ′i |

p
]
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6 2p−1M2

[∑
I∈X

ln+α−p
I |βI − βI′ |p +

0∑
i=−∞

ln+α−p
Ji

|βJ′i |
p

]
.

Обозначим Hi = K ′i =
{
cI + 2iξ : ξ ∈ [0, lI/2)n−1

}
при i 6 0 и H1 = H ′0 = I.

Возьмём такое σ = σ(n+ α− p), что 0 < σ < n+ α− p. Тогда

|βJ′i | 6
∑

I∈X : J′i⊂I⊂Ki

|βI − βI′ |+
∑

I∈X : Hi⊂I⊂H1

|βI − βI′ |,

|βJ′i |
p 6 C8

 ∑
J′i⊂I⊂Ki

(
lI
lJi

)n+α−p

|βI − βI′ |p +
∑

Hi⊂I⊂H1

(
lI
lHi

)σ
|βI − βI′ |p

 ,
0∑

i=−∞
ln+α−p
Ji

|βJ′i |
p 6 C8S + C8

∑
I∈{H1,H0,... }

lσI |βI − βI′ |p
∑

i : Hi⊂I
ln+α−p−σ
Hi

6 C9S

для C8 = C8(n, p, α), C9 = C9(n, p, α) и S =
∑
I∈X l

n+α−p
I |βI − βI′ |p. Поэтому∑

I∈X

ln+α−p
I |γI |p|βI |p 6 2p−1(1 + C9)M2

∑
I∈X

ln+α−p
I |βI − βI′ |p.

Ввиду (102) и леммы 31 с aI = ln+α
I и cI = |γI | отсюда следует (109). �

В качестве простейшего приложения теоремы 13 построим функцию

f ∈ LLD
(
3I
)
\ C1

(
3I
)
.

Возьмём Ji ⊂ 1
2Ki со свойством (106). Пусть γK = γ0 6= 0 при K ∈ {Ji : i 6 0}

и γK = 0 в противном случае, так что супремум Mγ = |γ0| конечен. Пусть
t = 1, а число T > 0 таково, что существуют функции ϕJi со свойствами (99)
и ‖∇ϕJi‖L∞(Rn−1) = 1. Очевидно, что функция

f =
∑
K∈X

γKϕK = γ0

0∑
i=−∞

ϕJi

не принадлежит классу C1
(
3I
)
. В теореме 13 возьмём, например, p = 2 и α = 1.

Неравенства (104) и (105) выполняются с M1 = |γ0| и M2 = |γ0|2, поскольку
суммы из левых частей состоят из одного слагаемого. Ввиду (108) получаем,
что f ∈ LLD

(
3I
)
.

Докажем утверждение 2). При этом нарушение в теореме 11 условия Cz 6 ε
проверим не для всех допустимых значений λ, κ, A и θ, а только для одного
набора, для которого выполняются остальные условия теоремы. Пусть n = 3,
p = 2, λ = 1/4, κ = κ(3, 1, 1) (в терминах леммы 21) и A = 1. В силу вывода
утверждения (91b) имеем w ≡ 1 ∈ Acomp

2 (Ω)1/4, причем оценки (64a) и (64b)
верны с некоторой абсолютной постоянной C > 0 для любой области Ω ∈ C0,1

1 .
В терминах теорем 10 и 11 и предложения 2 соответственно положим

δ0 = δ(3, 2, 1/4, 1, 1),

δ1 = δ(3, 2, 1/4, 1,max{1, C}), ε1 = ε(3, 2, 1/4, κ, 1,max{1, C}),
δ = δ(3, 2, 0).
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Применим теорему 13 с α = 0. Для некоторого I ∈ D возьмём кубы Ji ⊂ 1
2Ki

такие, что выполнено условие (106). Для γ0 ∈ R \ {0} и N ∈ N0 положим

γK =

{
γ0, K ⊂ Ji и lK = 2−N lJi для некоторого i 6 0,

0 в противном случае.

Пусть функции ϕK удовлетворяют условиям (99) с t = 1/2 и T = 1. Тогда
ввиду конечности Mγ = |γ0| определена непрерывная функция (101). Оценим
VI(Xi) при I ⊂ Ki. Ввиду убывания при r > 1 функции r 7→ 1+log2 r

r3 имеем
VI(Xi) 6 VI1(Xi) при I1 ⊂ I, поэтому без умаления общности можно считать,
что lI 6 b = 2−N lJi . По лемме 10(i) получаем

VI(Xi) 6 c1
∑

K⊂Ji :
lK=b

Γ
(0,8/3)
IK |γ0| = c1b

1/3|γ0|
∑

K⊂Ji :
lK=b

l
7/3
K

[I,K]8/3
6 c′1|γ0| ≡M1,

что суть (104). Оценка (105) выполняется с M2 = 2N+1|γ0|2, поскольку∑
I∈Xi

lI |γI |2|βI − βJ′i |
2 = b|γ0|2

∑
I⊂Ji : lI=b

|βI − βJ′i |
2

6 b|γ0|2
∑

I⊂Ji : lI=b

{ ∑
J : I⊂J⊂Ji

2lJi
lJ
|βJ − βJ′ |2

}
= 2N+1|γ0|2

∑
J⊂Ji : lJ>b

lJ |βJ − βJ′ |2.

Пусть область Ω такова, что граница ∂Ω задаётся в точке z ∈ ∂Ω функцией f
и принадлежит классу C1,1 в остальных точках. Тогда

Ω ∈ LZ(1, δ0) ∩ LZ(1, δ1) ∩ LLD

в силу (107) и (108), если выполнены условия

(111) C1(3, 2, 0, 1/2)
{
c′1 + 2(N+1)/2M3

}
|γ0| 6 1, C2(3, 1/2)|γ0| 6 min{δ0, δ1}.

В этом случае выполнены все условия теорем 10 и 11 и предложения 2 кроме
условий Cz 6 ε1 и (96b). Заметим, что условие (i) теоремы 10 и часть условия
(i) теоремы 11 следуют из леммы 21(ii), оценок (94) и (109) и леммы 34.

Оценим константу Cz из (71) снизу. Функции ϕK можно выбрать так, что∫
K

|ϕK − γ| dξ > c2l3K

для любого многочлена γ степени не выше первой, см. [18, (27)]. Следовательно,
b
(1)
I > c3|γI |. Возьмём в точке z любую (κ, 1, 1)-карту (I, g, r, h), для которой f
является функцией (52c). Для чисел (75) с H = Ji имеем

κ3
∑
I∈X

aI l
−2
I

[
b
(1)
I

]2|βI |2 > c23 ∑
I∈Xi

lI |γI |2 = c23|γ0|2
∑

I⊂Ji : lI=b

lI = c23|γ0|22N lJi ,∑
I∈X

aI l
−2
I |βI − βI′ |

2 = aJi l
−2
Ji
6 κ3lJi ,

поэтому Cz > κ−6c232N |γ0|2. Переход к любой другой (κ, 1, 1)-карте в точке z
может ухудшить эту оценку лишь в конечное число раз, откуда

Cz > c42N |γ0|2
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с абсолютной постоянной c4 > 0. Кроме того, из (98) известно, что если верно
(96b), то в (71) можно взять Cz = c5δ

p. Поэтому если

(111′) 2N |γ0|2 > max
{
c−1
4 ε1, c

−1
4 c5δ

p
}
,

то условия Cz 6 ε1 и (96b) нарушаются. Если Ji таковы, что M3 достаточно
мало, то существуют γ0 и N со свойствами (111) и (111′), чем 2) и доказано.

Докажем утверждение 3). Если для n = 3, p = 2 и α = 0 область Ω удовлетво-
ряет условиям предложения 2, то Ω ∈ C0,1

A с некоторой абсолютной постоянной
A > 0, см. (97). Существует такое T > 0, что для t = 2 и любых ξ ∈ K ∈ X
и единичного вектора η ∈ R2 существует функция ϕK со свойствами (99) и
∇ϕK(ξ) = η. Для постоянных

C1 = C1(3, 2, 0, 2), C2 = C2(3, 2), C4 = C4(3, 2, 0, 2)

из теоремы 13 положим A1 = 2C1TA. Как и выше, w ≡ 1 ∈ Acomp
2 (Ω)1/4 и

оценки (64a) и (64b) выполняются с абсолютной постоянной C > 0 для любой
области Ω ∈ C0,1

A1
. В терминах теоремы 11 положим

δ1 = δ(3, 2, 1/4, A1,max{1, C}), ε1 = ε(3, 2, 1/4, κ, A1,max{1, C}),
где κ = κ(3, A1, 1) в терминах леммы 21. Возьмём такие кубы I и Ji ⊂ 1

2Ki,
что выполнено (106). Для γ0 ∈ R \ {0} и N ∈ N положим

γK =

{
γ0, K ∈ Yi для некоторого i 6 0,

0 в противном случае,
где

Yi =
{
I ∈ Xi : cJi ∈ I и 2−N lJi 6 lI 6 2−1lJi

}
.

Тогда Mγ = |γ0| < ∞. Условие (104) выполняется, очевидно, с M1 = N |γ0|, а
условие (105) — с M2 = (2 +

√
2)2|γ0|2, поскольку∑

I∈Xi

lI |γI |2|βI − βJ′i |
2 = |γ0|2

∑
I∈Yi

lI |βI − βJ′i |
2

6 (2 +
√

2)|γ0|2
∑
I∈Yi

lI

{ ∑
J : I⊂J⊂Ji

(
lJ
lI

)1/2

|βJ − βJ′ |2
}

6 (2 +
√

2)2|γ0|2
∑

J∈Yi∪{Ji}

lJ |βJ − βJ′ |2.

Теорема 13 применима. Пусть, как выше, Ω принадлежит классу C1,1 во всех
точках границы кроме z, где она задаётся функцией f . Тогда если

(112)
{
N+(2+

√
2)M3

}
|γ0| 6 2A, C2T |γ0| 6 δ1, κ6C4T

2(2+
√

2)2|γ0|2 6 ε1,

то в силу соотношений (107) и (109) и леммы 21(ii) получаем Ω ∈ LZ(A1, δ1)
и выполнение условия (i) теоремы 11. Условия же (ii) и (iii) следуют из того,
что w ≡ 1 и Ω ∈ C0,1

A1
. Итак, к Ω применима теорема 11. Вместе с тем для

единичных векторов ηi ∈ R2 можно так выбрать ϕK , что ∇f(cJi) = Nγ0ηi.
Считая ηi плотными в единичной окружности и предполагая, что

(112′) N |γ0| > A

(условия (112) и (112′) совместны для любого M3 > 0), убеждаемся в отсут-
ствии (A,A)-карты в точке z, так что Ω /∈ C0,1

A . Значит, условия предложения 2
для области Ω нарушаются. Утверждение 3) доказано.
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de Théorie du Potentiel de Paris, No. 2 (Univ. Paris, Paris, 1975–1976)”, Springer, Berlin /
Lect. Notes Math., 563 (1976), 275–282. MR0588344

[81] E.M. Stein, Harmonic Analysis: Real-Variable Methods, Orthogonality, and Oscillatory
Integrals, Princeton Univ. Press, Princeton, 1993. MR1232192



150 А.И. ПАРФЁНОВ

[82] R.S. Strichartz, Bounded mean oscillation and Sobolev spaces, Undiana Univ. Math. J., 29
(1980), 539–558. MR0578205

[83] X. Tao, Doubling properties and unique continuation at the boundary for elliptic operators
with singular magnetic fields, Studia Math., 151 (2002), 31–48. MR1891539

[84] X. Tao, S. Zhang, On doubling properties and the unique continuation at the boundary in
Dini domains, Approx. Theory Appl., 17 (2001), 1–9. MR1848333

[85] X. Tao, S. Zhang, Unique continuation at the boundary for elliptic operators in Dini domains,
Southeast Asian Bull. Math., 26 (2002), 523–534. MR2047844

[86] L. Tartar, An Introduction to Sobolev Spaces and Interpolation Spaces, Springer, Berlin-
Heidelberg, 2007. MR2328004

[87] H. Triebel, Theory of Function Spaces. II, Birkhäuser Verlag, Basel / Monographs Math., 84
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